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Chapitre 1
Introduction
1.1 Motivations
Un principe de base de la the´orie de la Gestalt (the´orie de la Vision ; voir par exemple [45] et
[79]) stipule que la vision humaine est sensible aux groupements d’objets ayant une caracte´ristique
commune. Par exemple, un ensemble de points ayant la meˆme couleur ou la meˆme orientation
formera un ensemble cohe´rent plus grand (une “Gestalt”) et donc plus attractif visuellement. Dans
une image binaire, l’œil humain voit prioritairement ce qui est inhabituel, exceptionnel, i.e. des
ensembles de pixels ou formes contrastant avec le reste de l’image. En langage probabiliste, ce
constat se traduit simplement comme suit : dans une image binaire ale´atoire, l’œil humain se fo-
calise sur les objets ayant une faible probabilite´ d’apparition. Illustrons cette remarque par deux
exemples relatifs a` un mode`le d’image ale´atoire simple : chacun des n× n pixels de notre image
sera noir avec probabilite´ p ou blanc avec probabilite´ 1 − p, et ce inde´pendamment les uns des
autres. La loi d’une telle image est simplement le produit de n2 lois de Bernoulli de parame`tre p.
Le premier exemple est plutoˆt visuel. Nous ajoutons a` notre image ale´atoire une caracte´ristique
de´terministe. Plus pre´cise´ment, nous lui imposons de contenir en son centre une croix forme´e de
pixels noirs. Entre la premie`re et la troisie`me image (voir la Figure 1.1), le nombre total de pixels
noirs augmente en moyenne et la croix noire est de moins en moins visible. Dans la premie`re
image, tre`s peu de pixels sont noirs (p = 0.01). La croix noire n’a donc que tre`s peu de chances
d’eˆtre produite par le hasard : elle est exceptionnelle et notre regard se pose imme´diatement sur
elle. Par contre, dans la troisie`me image ou` en moyenne 1 pixel sur 5 est noir (p = 0.2), la croix
noire est beaucoup moins improbable. Elle n’est plus exceptionnelle et se confond avec le reste
de l’image.
Le deuxie`me exemple est mathe´matiquement plus pre´cis. Conside´rons une image ale´atoire de
taille 100 × 100 dans laquelle chaque pixel est noir ou blanc avec probabilite´ p = 0.5. Divi-
sons l’image ale´atoire en 100 sous-images de taille 10× 10, note´es I1, . . . , I100. Le nombre total
de pixels noirs dans chacune de ces sous-images est concentre´ autour de 50. Le fait que l’une
d’entre elles ait une densite´ de pixels noirs nettement e´loigne´e de p = 0.5 est visuellement tre`s
remarquable. Cet e´ve´nement a` caracte`re de´viant est de probabilite´ faible. En utilisant l’ine´galite´
de Hoeffding (voir [64] p. 58), on peut montrer que la probabilite´ pour qu’au moins l’une des
sous-images Ii contienne moins de 30 pixels noirs ou plus de 70 est infe´rieure a` 0.07.
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FIG. 1.1 – De gauche a` droite et de haut en bas, sont repre´sente´es trois images ale´atoires de taille
n = 100, dont la probabilite´ pour un pixel quelconque d’eˆtre noir vaut respectivement p = 0.01,
p = 0.1 et p = 0.2. De plus, elles contiennent chacune en leur centre une croix forme´e de pixels
noirs.
Le recours aux images ale´atoires a pour objectif de fournir une base quantitative caracte´risant
l’“exceptionnalite´” d’une forme quelconque donne´e. Les articles [17] et [18] constituent le point
de de´part de notre e´tude. Desolneux et al. s’appuient sur le “principe de Helmholtz” pour repe´rer
les objets exceptionnels. Ils qualifient un tel objet de ε-significatif si l’espe´rance de son nombre
d’occurrences dans toute l’image (i.e. son nombre de fausses alarmes) est infe´rieure a` ε. De`s
lors, l’objectif de notre travail consiste a` pre´ciser le caracte`re exceptionnel d’un objet en estimant
directement sa probabilite´ d’apparition dans l’image plutoˆt que l’espe´rance de son nombre d’oc-
currences. Plus ge´ne´ralement, nous de´sirons eˆtre capable de re´pondre a` la question e´le´mentaire
suivante : quelles proprie´te´s d’une image ale´atoire ont une faible ou une grande probabilite´ ?
La the´orie des graphes ale´atoires, introduite par Erdo˝s et Re´nyi [26] (voir e´galement [4] et
[75]), fournira des outils mathe´matiques permettant de re´pondre a` cette question. En effet, la
recherche d’un sous-graphe peut naturellement s’apparenter a` celle d’une sous-image : exami-
nons pour cela un exemple entie`rement traite´ dans [74]. Conside´rons le graphe ale´atoire G(n, p)
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a` n sommets et dans lequel chaque areˆte existe inde´pendamment avec probabilite´ p. Notons que
ce mode`le est diffe´rent de celui initialement propose´ par Erdo˝s et Re´nyi [26], qui conside´raient
l’e´quiprobabilite´ sur l’ensemble des graphes ayant un nombre fixe d’areˆtes. Soit XT le nombre de
triangles du graphe G(n, p). Par inde´pendance, son espe´rance se calcule facilement : IEp[XT ] =(
n
3
)
p3. Cette e´criture sugge`re la parame´trisation p = p(n) = c/n. Pour cette valeur, l’espe´rance
IEp(n)[XT ] tend vers c3/6 lorsque n tend vers +∞. De plus, si le parame`tre p(n) est ne´gligeable
devant c/n alors l’espe´rance IEp(n)[XT ] tend vers 0 : il n’y aura pas ou peu de triangles dans le
graphe. Si, au contraire, c/n est ne´gligeable devant la parame`tre p(n), alors cette fois l’espe´rance
IEp(n)[XT ] tend vers +∞ : il y en aura probablement beaucoup. Dans [74], il est montre´ que 1/n
est le “moment d’apparition” du premier triangle dans le graphe G(n, p) :
lim
n→+∞
p(n)
1/n
= 0 ⇒ lim
n→+∞
IPp(n)(XT > 0) = 0
et
lim
n→+∞
p(n)
1/n
= +∞ ⇒ lim
n→+∞
IPp(n)(XT > 0) = 1 .
On dit alors que 1/n est la fonction seuil de la proprie´te´ XT > 0 (ou encore “G(n, p) contient un
triangle”). De plus, lorsque p(n) = c/n, la quantite´ IPp(n)(XT > 0) tend vers 1 − e−c3/6. Cette
dernie`re limite est appele´e une approximation poissonnienne car la probabilite´ de XT = 0 est
asymptotiquement e´gale a` celle pour une loi de Poisson de parame`tre c3/6 d’eˆtre nulle.
Afin d’estimer la probabilite´ de proprie´te´s d’images, nous nous inspirerons fortement des tech-
niques e´manant de l’exemple pre´ce´dent ; fonctions seuils et approximations poissonniennes consti-
tueront les deux principaux outils mathe´matiques sur lesquels reposeront nos re´sultats.
Il nous faut de´sormais fixer un mode`le probabiliste recouvrant le cas des images et suffisam-
ment proche de celui du graphe ale´atoire G(n, p) pour s’en inspirer. Nous passerons du cas bidi-
mensionnel des images a` celui de la dimension quelconque d ≥ 1. A la diffe´rence du mode`le
de graphe ale´atoire G(n, p) dans lequel deux sommets quelconques peuvent eˆtre voisins, les
images ont une structure pre´de´finie. Ainsi, nous conside´rerons un graphe (de´terministe) torique
d-dimensionnel, note´ Gn, dont l’ensemble des sommets est un hypercube de Nd de coˆte´ n. Sa
structure de graphe sera invariante par translation et “locale” ; chaque sommet aura le meˆme voi-
sinage, ensemble de sommets dont le cardinal est inde´pendant de n. A la notion bidimensionnelle
d’image se substituera celle de configuration. Une configuration du graphe Gn est une fonction
attribuant a` chaque sommet du graphe la valeur +1 (pixel noir) ou−1 (pixel blanc). Comme dans
le cas des graphes ale´atoires, la taille n du graphe est destine´e a` tendre vers l’infini et ce sont les
proprie´te´s asymptotiques de graphe Gn que nous e´tudierons.
A la diffe´rence du mode`leG(n, p) dans lequel les areˆtes existaient de manie`re inde´pendante, nous
de´sirons introduire une interaction entre les couleurs (−1 ou +1) de deux sommets voisins. Ainsi,
nous conside´rons sur le grapheGn un mode`le probabiliste parame´trique issu de la me´canique sta-
tistique : le mode`le d’Ising (voir [35] ou [59] pour des re´fe´rences ge´ne´rales). En d’autres termes,
nous munissons l’ensemble des configurations de la mesure de Gibbs µa,b (voir la De´finition
2.1.1). Le potentiel a ∈ R controˆle la proportion des sommets positfs dans le graphe ; s’il est tre`s
ne´gatif, tre`s peu de sommets seront positifs. En fait, le potentiel a jouera le roˆle du parame`tre p
dans le mode`le G(n, p). Par analogie, nous le ferons de´pendre de la taille n du graphe et nous
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inte´resserons au cas ou` a = a(n) → −∞. Le potentiel b ∈ R controˆle le degre´ de de´pendance
locale entre les sommets. Lorsque b = 0, ils redeviennent mutuellement inde´pendants. Si de plus
d = 2, nous retrouvons alors le mode`le basique d’images ale´atoires identifiable a` un produit de
lois de Bernoulli.
Dans le contexte du mode`le d’Ising, nous ne parlerons plus de sous-images ni de sous-graphes
mais de configurations locales. En jouant sur les deux potentiels a et b du mode`le, nous obtien-
drons des fonctions seuils et des approximations poissonniennes pour l’apparition de configura-
tions locales dans le graphe Gn.
1.2 Pre´sentation des re´sultats
La notion de configuration locale concentrera toute notre attention. Un tel objet est qualifie´ de
“local” car l’ensemble des sommets sur lequel il est de´fini est fixe´ et ne de´pend pas de la taille
n du graphe. Une configuration locale η est entie`rement de´termine´e par l’ensemble des sommets
positifs la de´crivant. Aussi, deux caracte´ristiques de cet ensemble de sommets joueront un roˆle
pre´ponde´rant : son cardinal k(η) et son pe´rime`tre γ(η). Le nombre d’occurrences dans le graphe
Gn de la configuration locale η sera note´ Xn(η).
Notre premier re´sultat (The´ore`me 3.2.1) concerne la probabilite´ d’apparition de η dans le graphe,
i.e. la quantite´ µa,b(Xn(η) > 0). A condition que b(n) soit borne´, un seuil portant sur le potentiel
a(n) est exhibe´ : si le rapport e2a(n)/n−d/k(η) → 0 alors, avec une probabilite´ qui tend vers 1,
la configuration locale η sera absente du graphe. Au contraire, si e2a(n)/n−d/k(η) → +∞ alors,
avec une probabilite´ qui tend vers 1, au moins une copie de η sera pre´sente quelque part dans le
graphe. Il y en aura en fait une infinite´ (Proposition 3.3.1).
La logique du premier ordre relative a` notre mode`le d’Ising est un langage, une famille de
proprie´te´s locales a` laquelle Xn(η) > 0 appartient. Ainsi, le The´ore`me 3.2.1 est un premier pas
vers un re´sultat plus global, concernant toutes les proprie´te´s du premier ordre. Un tel re´sultat est
appele´ une loi du 0-1. Pour un logicien, une loi du 0-1 n’est pas ne´cessairement une bonne nou-
velle : si dans un langage donne´, les probabilite´s sont proches de 0 ou 1, cela signifie que toute
proprie´te´ ou sa ne´gation est presque une tautologie, et donc que le langage conside´re´ n’a qu’un
faible pouvoir d’expression. Ne´anmoins, les lois du 0-1 en logique ont quelque chose de fasci-
nant, par la ge´ne´ralite´ et la simplicite´ de leur e´nonce´. Une tre`s vaste litte´rature leur est consacre´e :
voir [8], [81] ou encore le chapitre 3 de [23]. La premie`re loi du 0-1, de´montre´e inde´pendamment
par Glebskii et al. [37] en 1969 et Fagin [28] en 1976, concernait le cas de l’e´quiprobabilite´ sur
l’ensemble de toutes les structures avant d’eˆtre e´tendue au cas du graphe ale´atoire G(n, p) (voir
[23] p. 74 et [74] p. 318). Cette dernie`re version affirme qu’a` p fixe´, toutes les re´alisations de
G(n, p) satisfont les meˆmes proprie´te´s du premier ordre. Des re´sultats de logique dus a` Gaifman
(voir [32], [33] ou le The´ore`me 3.1.8) re´duisent l’e´tude de toutes les proprie´te´s du premier ordre
a` des ensembles restreints de proprie´te´s comme l’apparition de sous-graphes ou de configurations
locales respectivement dans le cas du graphe ale´atoire G(n, p) ou du mode`le d’Ising. Ainsi, a`
p fixe´, une loi du 0-1 comme celle de Glebskii et al.-Fagin est essentiellement combinatoire. Si
l’on autorise le parame`tre p = p(n) a` de´pendre de la taille n du graphe, une e´tude approfondie
des fonctions seuils gouvernant l’apparition des sous-graphes est ne´cessaire (voir [74]). Shelah
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et Spencer [71] mene`rent cette e´tude pour les graphes ale´atoires. Ils prouve`rent que la loi du 0-1
est encore valide pour toute valeur de p(n) = n−α, ou` α est un irrationnel. En ce qui concerne
la logique du premier ordre relative a` notre mode`le d’Ising, le The´ore`me 3.2.1 produit les fonc-
tions seuils pour l’apparition des configurations locales dans le graphe Gn. Nous en de´duirons un
re´sultat analogue a` celui de Shelah-Spencer : une loi du 0-1 a` potentiels variables a = a(n) et
b = b(n) (The´ore`me 3.3.4).
Afin d’obtenir une limite non triviale pour la probabilite´ d’apparition de la configuration lo-
cale η, le The´ore`me 3.2.1 souligne la ne´cessite´ de se placer a` la fonction seuil de la proprie´te´
Xn(η) > 0. Nous supposerons de´sormais que le potentiel b ∈ R est fixe´ et que le potentiel a(n)
satisfait :
e2a(n) = cn−d/k(η) , (1.2.1)
ou` c est une constante strictement positive fixe´e. La variableXn(η) est de´finie comme une somme
de nd fonctions indicatrices identiquement distribue´es. Sous l’hypothe`se (1.2.1), leur probabilite´
d’eˆtre non nulle est faible. C’est pourquoi, bien que de´pendantes, il est raisonnable d’imaginer
le comportement de leur somme (i.e. de Xn(η)) poissonnien. Une telle situation, parfois appele´e
loi des e´ve´nements rares, est tre`s classique en the´orie des Probabilite´s et en particulier en the´orie
des graphes ale´atoires (consulter a` cet effet [4] ou [75]). Les indicatrices peuvent par exemple
repre´senter l’apparition d’un sous-graphe donne´. Les ine´galite´s de Janson (voir [5] ou [43]) per-
mettent alors d’obtenir une limite pour la probabilite´ d’apparition. Dans le cas du triangle intro-
duit dans la section pre´ce´dente, si p(n) = c/n, la probabilite´ pour le graphe ale´atoire de satisfaire
XT > 0 tend vers 1− e−c3/6 (voir [74]). Il est d’ailleurs possible de ge´ne´raliser cette approxima-
tion a` la loi comple`te de la variable XT . La me´thode des moments (voir le Chapitre 1 de [4] ou le
Lemme 4.2.2) produit la convergence en loi deXT vers la loi de Poisson de parame`tre c3/6. Ainsi,
en s’appuyant sur cette me´thode, nous obtiendrons une approximation poissonnienne (The´ore`me
4.2.1) pour le nombre d’occurrences de la configuration locale η dans le graphe ; Xn(η) converge
en loi vers la loi de Poisson de parame`tre ck(η)e−2bγ(η).
Plusieurs types d’approximations poissonniennes concernant le mode`le d’Ising ont de´ja` e´te´ prouve´s.
Les re´sultats de Ferna´ndez et al. [29] concernent le cas a = 0 et b suffisamment grand. Ceux de
Barbour et Greenwood [1] et Ganesh et al. [34] reposent sur la me´thode de Chen-Stein. Lorsque le
potentiel b est positif, le mode`le d’Ising est qualifie´ de ferromagne´tique (voir la Section 2.2.2). La
me´thode de Chen-Stein (voir [2] pour une re´fe´rence tre`s comple`te) s’applique alors. Elle re´duit
l’approximation poissonnienne de Xn(η) a` l’e´tude de son espe´rance et de sa variance (i.e. ses
deux premiers moments) et produit le The´ore`me 4.3.1 : sous l’hypothe`se (1.2.1), la distance en
variation totale entre la loi de Xn(η) et la loi de Poisson de parame`tre ck(η)e−2bγ(η) est de l’ordre
de n−d/k(η).
Il sera utile d’adopter un point de vue dynamique en interpre´tant la fonction seuil de la confi-
guration locale η comme son moment d’apparition dans le graphe Gn. Lorsque le potentiel a(n)
satisfait (1.2.1), aucune configuration locale avec strictement plus de k(η) sommets positifs n’est
encore pre´sente dans le graphe. Ainsi, les sommets situe´s a` distance fixe´e d’une occurrence de η
seront tous ne´gatifs. Le The´ore`me 4.4.1 affirme que les sommets positifs les plus proches sont a`
distance de l’ordre de n1/k(η).
Dans l’obtention de lois du 0-1, le The´ore`me de Gaifman (The´ore`me 3.1.8) insistait sur le roˆle
central d’une famille particulie`re de proprie´te´s du premier ordre ; les formules locales basiques.
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Apre`s avoir de´termine´ leur fonction seuil (Proposition 3.3.3), nous fournirons une approximation
poissonnienne pour certaines d’entre elles (The´ore`me 4.5.5).
Dans le cas des images, i.e. celui de la dimension d = 2, nous portons un inte´reˆt tout par-
ticulier aux configurations locales dont l’ensemble des sommets positifs forme une composante
4-connexe. De tels objets sont connus en combinatoire sous les noms d’animaux ou polyominos
(voir [46]). Les re´sultats de convergence obtenus pre´ce´demment fournissent alors des estimations
de l’espe´rance et de la probabilite´ pour un animal donne´ d’apparaıˆtre dans une grande image
(Proposition 5.1.2). Ces quantite´s de´pendent directement des valeurs des potentiels a et b. Ainsi,
en recensant les animaux pre´sents dans l’image et en e´tudiant leur re´partition selon leurs tailles et
leurs pe´rime`tres, nous obtiendrons une estimation des potentiels a et b. Bien suˆr, de nombreuses
techniques permettant d’estimer les potentiels du mode`le d’Ising existent de´ja` (voir par exemple
[83]), la plus connue et la plus performante d’entre elles e´tant certainement la me´thode du maxi-
mum de pseudovraisemblance (voir [38]). Ne´anmoins l’algorithme que nous proposerons dans la
Section 5.2 est tre`s facile a` imple´menter et produit des re´sultats convenables.
Un proble`me ge´ne´ral de restauration d’images consiste a` diffe´rencier ce qui provient de l’image
originale et doit eˆtre garde´ de ce qui provient du bruit et doit eˆtre supprime´. Donoho et Johns-
tone [21] fonde leur choix sur les coefficients d’ondelettes. Apre`s s’eˆtre fixe´ une valeur seuil, ils
conside´rent comme issu du bruit les coefficients plus petits que cette valeur. Ces coefficients sont
alors supprime´s en leur attribuant la valeur 0. Tous les autres coefficients sont conside´re´s comme
provenant de l’image originale et sont conserve´s.
La morphologie mathe´matique [68] propose des solutions pour supprimer le bruit impulsion-
nel (bruit correspondant a` notre mode`le d’image ale´atoire a` potentiel b = 0). En particulier, le
“filtre de grain” de Vincent [78], ge´ne´ralise´ par la suite par Masnou et Morel [60] et par Mo-
nasse et Guichard [62], a pour effet de supprimer les petites composantes 4-connexes de l’image.
Ne´anmoins, le proble`me du choix de la taille en dessous de laquelle les composantes 4-connexes
sont supprime´es reste entier. Graˆce aux approximations poissoniennes pour les animaux (Proposi-
tion 5.1.2), nous associerons a` chaque taille k de composante 4-connexe une probabilite´ d’appari-
tion. Puis, en fixant un risque ε (typiquement ε = 10−3), une taille seuil t(ε) sera propose´e de telle
sorte que les composantes 4-connexes de taille supe´rieure a` t(ε) seront de probabilite´ plus petite
que ε. Elles seront conside´re´es comme provenant de l’image originale et seront garde´es. Toutes
les autres seront supprime´es. Dans la Section 5.3.2, cet algorithme de de´bruitage sera e´tendu a`
des images en niveaux de gris puis expe´rimente´.
1.3 Plan de la the`se
Le plan de cette the`se suivra l’ordre naturel des re´sultats pre´sente´s dans la section pre´ce´dente.
Le Chapitre 2 est une mise en sce`ne de tous objets intervenant dans notre e´tude. Le graphe d-
dimensionnel Gn et la mode`le d’Ising seront de´crits dans la Section 2.1. Deux aspects essentiels
de la mesure de Gibbs µa,b, son caracte`re markovien et ferromagne´tique, seront pre´sente´s dans
la Section 2.2. Apre`s avoir introduit la distance de graphe dist en Section 2.4.1, nous pourrons
de´finir en Section 2.4.2 l’objet central de notre e´tude, la configuration locale. Nous de´crirons sa
pre´sence dans le graphe a` l’aide de probabilite´s conditionnelles. Son e´nergie locale jouera un roˆle
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de premie`re importance. Il sera judicieux d’e´crire cette quantite´ en fonction des entiers k(η) et
γ(η).
Le Chapitre 3 e´tudie les proprie´te´s locales du mode`le, celles appartenant a` la logique du premier
ordre (voir la Section 3.1). Nous porterons une attention particulie`re aux descriptions comple`tes
(Section 3.1.2), e´quivalents logiques des configurations locales. Puis, dans la Section 3.1.3, nous
e´noncerons le re´sultat de Gaifman faisant ainsi intervenir les formules locales basiques. La Sec-
tion 3.2 sera consacre´e au The´ore`me 3.2.1 donnant la fonction seuil pour l’apparition de la confi-
guration locale η dans le graphe. Nous en de´duirons enfin dans la Section 3.3 une loi du 0-1 a`
potentiels variables a(n) et b(n) (The´ore`me 3.3.4).
Le Chapitre 4 sera entie`rement de´die´ aux approximations poissonniennes. La Section 4.1 sera
l’occasion de donner quelques re´sultats pre´liminaires et techniques ; le Lemme 4.1.2 re´duit les ap-
proximations poissonniennes a` l’e´tude des configurations locales propres et la Proposition 4.1.3
fournit un controˆle de l’espe´rance du nombre de copies Xn(η) dans le graphe d’une telle confi-
guration locale. Puis, le The´ore`me 4.2.1 concernant le caracte`re asymptotique poissonnien de la
variable Xn(η) sera expose´, de´montre´ et commente´ en Section 4.2. Il sera e´tendu a` certaines fa-
milles de configurations locales (The´ore`me 4.2.7). Dans la Section 4.3, le The´ore`me 4.3.1, base´
sur la me´thode de Chen-Stein, pre´cise la vitesse de convergence en distance en variation totale de
la loi de Xn(η) vers sa limite. A la fonction seuil de la proprie´te´ Xn(η) > 0, il y a dans le graphe
un nombre fini de copies de la configuration locale η. La Section 4.4 propose d’e´tudier la dis-
tance entre deux telles copies. Le The´ore`me 4.4.1 apportera un e´le´ment de re´ponse : il renseigne
sur la distance typique a` laquelle se trouvent les plus proches sommets positifs d’une occurrence
donne´e de η. Nous terminerons ce chapitre par un re´sultat d’approximations poissonniennes pour
les formules locales basiques incompatibles (The´ore`me 4.5.5).
Deux applications seront expose´es dans le Chapitre 5 : une estimation des potentiels de surface a
et de paire b du mode`le d’Ising (Section 5.2) et un algorithme de de´druitage d’images en niveaux
de gris (Section 5.3). Dans les deux cas, l’ide´e est d’appliquer les re´sultats d’approximations
poissonniennes a` des configurations locales particulie`res dont les ensembles de sommets positifs
peuvent eˆtre assimile´s a` des animaux : voir la Proposition 5.1.2 de la Section 5.1.
La the`se se termine par trois annexes. L’Annexe A rappelle quelques caracte´risations de la dis-
tance en variation totale. L’Annexe B pre´sente succintement la me´thode de Chen-Stein et l’ap-
plique a` notre contexte. Enfin, l’Annexe C fournit la liste des premie`res valeurs de la suite (ak)k≥1
ou` ak de´signe le nombre d’animaux de taille k.
Chapitre 2
Le mode`le d’Ising
Cette section a pour objectif de de´crire notre mode`le probabiliste et d’orienter notre e´tude.
Le mode`le d’Ising et le graphe d-dimensionnel Gn sur lequel il est de´fini seront pre´sente´s dans
la Section 2.1. Nous exprimerons dans la Section 2.2 le caracte`re markovien et meˆme ferro-
magne´tique lorsque b est positif du mode`le. Nous essaierons au maximum d’illustrer nos re´sultats
et nos expe´riences par des simulations du mode`le d’Ising. La Section 2.3 propose deux algo-
rithmes de simulations dont l’un (celui de Propp et Wilson [65]), uniquement re´alisable dans le
cas ferromagne´tique, produit une simulation exacte.
2.1 Description du mode`le
Cette section est une pre´sentation ge´ne´rale du mode`le d’Ising introduit par la De´finition 2.1.1.
La mesure de probabilite´ µa,b correspondante (2.1.2) est de´crite a` travers les roˆles des potentiels
a et b.
Il s’agit en premier lieu de de´finir une structure de graphe. Soit Vn l’hypercube de Nd, d ≥ 1,
de´fini par :
Vn = {0, . . . , n− 1}d .
Ses e´le´ments sont appele´s les sommets, ils sont au nombre de nd et seront repre´sente´s par les
lettres x, y ou z. Le graphe d-dimensionnelGn = (Vn, En) est de´fini par la donne´e de l’ensemble
des sommets Vn et d’un ensemble de paires de sommets non ordonne´s (les areˆtes), note´ En. Le
graphe Gn est donc non oriente´. L’entier n est appele´ la taille du graphe Gn. L’ensemble des
areˆtes En est de´fini a` travers la notion de voisinage. Le voisinage d’un sommet quelconque x,
note´ V(x), est le sous-ensemble de Vn de´fini par :
V(x) = {y ∈ Vn, 0 < ‖y − x‖q ≤ ρ} , (2.1.1)
ou` ‖ · ‖q repre´sente la norme Lq sur IRd (1 ≤ q ≤ +∞) et ρ est un re´el positif fixe´. La Figure
2.1 repre´sente trois exemples de tels voisinages. Pre´cisons que la soustraction dans (2.1.1) se
fait composante par composante ; si x = (xi)i=1,...,d et y = (yi)i=1,...,d alors x − y repre´sente
l’e´lement (xi − yi)i=1,...,d. On appelera voisin du sommet x tout e´le´ment de l’ensemble V(x).
Remarquons d’une part que le graphe Gn est sans boucle sur les sommets ; tout sommet x est
15
16 - Chapitre2 -
exclu de son voisinage V(x). D’autre part, le graphe e´tant non oriente´, les faits y ∈ V(x) et
x ∈ V(y) sont e´quivalents. On dira simplement dans ce cas que les sommets x et y sont voisins.
Ainsi, l’ensemble des areˆtes En est forme´ des paires {x, y} de sommets voisins.
FIG. 2.1 – Trois voisinages V(x) repre´sente´s en dimension d = 2 et obtenus de gauche a` droite
par les valeurs des parame`tres ; (i) ρ = 1 et q = 1, (ii) ρ = 2 et q = 1, (iii) ρ = 1 et q = +∞.
Les exemples (i) et (iii) correspondent respectivement aux cas de la 4 et de la 8-connexite´. Le
sommet x e´tant exclu de son voisinage, il est repre´sente´ dans les trois cas par un carre´ gris.
Enfin, le graphe Gn sera suppose´ a` bords pe´riodiques. Cela se traduit en pratique en effectuant
toutes les ope´rations sur les sommets modulo n. La de´finition de voisinage V(x) (2.1.1) sera alors
valide pour tout sommet x, nous permettant ainsi d’e´viter tout proble`me de “bords”. La structure
de graphe ainsi de´finie sera donc invariante par translation et le graphe Gn, interpre´te´ comme un
tore d-dimensionnel.
Tout sommet admet par conse´quent la meˆme structure de voisinage et donc le meˆme nombre de
voisins. Nous noterons V ce nombre. Il est essentiel de remarquer que V est inde´pendant de la
taille n du graphe ; il ne de´pend en effet que des constantes d, q et ρ. Ceci confe`re un caracte`re
local au graphe Gn.
Une configuration est une application de l’ensemble des sommets Vn dans l’espace d’e´tats
W = {−1,+1}. Leur ensemble, note´ Xn, sera appele´ l’ensemble des configurations. Il contient
2n
d
e´le´ments et sera identifie´ au produit W Vn . Une configuration σ ∈ Xn peut eˆtre vue comme un
coloriage binaire du graphe Gn. La correspondance suivante :
σ(x) = +1⇐⇒ le sommet x est noir
σ(x) = −1⇐⇒ le sommet x est blanc
permet de repre´senter par une image binaire toute re´alisation bidimensionnelle du mode`le d’Ising.
Autrement dit, un sommet positif (resp. ne´gatif), pour la configuration σ, sera repre´sente´ par un
pixel noir (resp. blanc).
L’ensemble des configurations Xn est muni du mode`le d’Ising de´fini ci-dessous, dont [35] et [59]
constituent de tre`s comple`tes re´fe´rences.
Definition 2.1.1 Soient a et b deux re´els. Le mode`le d’Ising de parame`tres a et b est la mesure de
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probabilite´ µa,b sur l’ensemble des configurations Xn = {−1,+1}Vn de´finie par :
∀σ ∈ Xn , µa,b(σ) = 1
Za,b
exp
a∑
x∈Vn
σ(x) + b
∑
{x,y}∈En
σ(x)σ(y)
 , (2.1.2)
ou` la constante Za,b satisfait la relation
∑
σ∈Xn
µa,b(σ) = 1.
Dans la litte´rature, la mesure de probabilite´ µa,b de´finie en (2.1.2) est ge´ne´ralement appele´e
mesure de Gibbs associe´e aux potentiels a et b. C’est en particulier le cas dans [59], p. 2. Les pro-
prie´te´s les plus classiques (et les plus utiles) de la mesure µa,b seront rappele´es dans la prochaine
section. Son espe´rance sera note´e IEa,b.
La constante Za,b, appele´e fonction de partition (cf. [59] p. 2 ou [42] p. 41), est une constante
de normalisation. Elle n’est pas calculable dans le cas ge´ne´ral, ce qui ne nous empeˆchera pas de
simuler algorithmiquement, meˆme de manie`re exacte, notre mode`le probabiliste (voir la Section
2.3 pour de plus amples de´tails). Des re´sultats concernant la fonction de partition Za,b ont e´te´ ob-
tenus lorsque l’un des deux parame`tres s’annule. Le cas b = 0 est e´vident ; il est traite´ ci-dessous.
Lorsque a = 0, l’utilisation de matrices dites de transfert permet de l’e´crire comme la trace
d’une matrice particulie`re et d’obtenir ainsi son comportement asymptotique. Le livre de Baxter
[3] recense les mode`les ou` la constante de normalisation est calculable ainsi que les moyens d’y
parvenir. L’impossibilite´ de calculer Za,b constitue une premie`re entrave a` l’ide´e (naı¨ve) de mener
des calculs a` terme. La solution la plus naturelle pre´conise l’emploi de probabilite´s condition-
nelles : c’est aussi ce que nous ferons.
En me´canique statistique, les e´le´ments de Xn sont vus comme des configurations de spins ;
chaque sommet de Vn est un site occupe´ par un atome dont le spin est soit positif soit ne´gatif.
Dans ce qui suit, nous parlerons parfois abusivement de sommet positif ou ne´gatif plutoˆt que de
sommet dont le spin est positif ou ne´gatif. La quantite´, note´e Ha,b(σ) ou plus simplement H(σ),
Ha,b(σ) = a
∑
x∈Vn
σ(x) + b
∑
{x,y}∈En
σ(x)σ(y) (2.1.3)
est appele´e e´nergie de la configuration σ (cf. [59] p. 1). Elle est originalement pre´ce´de´e d’un
facteur −(κT )−1 dans l’exponentielle de la de´finition (2.1.2), ou` κ repre´sente la constante de
Boltzmann. Le signe moins a un sens physique. Les configurations de plus basses e´nergies sont
conside´re´es par les physiciens comme e´tant les plus stables : elles doivent donc eˆtre les plus pro-
bables. La constante 1/T , parfois note´ β, symbolise l’inverse de la tempe´rature. En l’absence
de champ externe, i.e. lorsque le potentiel a est nul, celle-ci joue un roˆle fondamental dans la
recherche de transition de phase. N’e´tant pas l’objet de notre e´tude, le facteur −(κT )−1 est omis
de la de´finition (2.1.2) et tacitement incorpore´ aux potentiels a et b.
Les parame`tres a et b sont respectivement appele´s potentiel de surface et potentiel de paire. Leurs
signes influencent tre`s significativement le comportement de notre mode`le. Le potentiel de sur-
face a agit de manie`re globale : il re´git l’ensemble des spins des sommets. Lorsque a est positif,
la mesure µa,b favorise davantage les configurations ayant un grand nombre de sommets posi-
tifs, et c’est exactement la situation oppose´e lorsque a est ne´gatif. Ces deux cas sont d’ailleurs
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parfaitement syme´triques. L’application qui a` σ ∈ Xn associe la configuration −σ, de´finie par
(−σ)(x) = −σ(x), permet de passer du cas a > 0 au cas a < 0. En effet, cette bijection de
l’ensemble des configurations Xn implique l’e´galite´ Z−a,b = Za,b et donc e´galement :
µ−a,b(σ) = µa,b(−σ) .
Ainsi, quitte a` changer σ en −σ, nous choisissons de re´duire l’e´tude a` des valeurs ne´gatives du
potentiel de surface a.
Le potentiel de paire b a quant a` lui un caracte`re local : il repre´sente l’interaction entre les spins
des sommets (voir la Figure 2.2). Pour b > 0, la mesure µa,b aura tendance a` favoriser les groupes
de sommets voisins ayant le meˆme spin (on parle alors de “clusters”), tandis que pour b < 0, un
sommet positif pre´fe´rera des voisins dont le spin est ne´gatif.
FIG. 2.2 – De gauche a` droite ; (a, b) = (0, 0.2) et (a, b) = (0,−0.2). Ces deux simulations
de notre mode`le d’Ising mettent en relief l’interaction locale entre les spins de sommets voisins,
caracte`re controˆle´ par le signe du potentiel de paire b.
Lorsque le potentiel de paire b est nul, l’interaction entre les spins disparaıˆt et les sommets
deviennent mutuellement inde´pendants. La fonction de partition Za,0 est alors calculable. Notons
que
(
nd
k
)
e´le´ments de Xn ont exactement k sommets positifs et nd − k sommets ne´gatifs. La
constante Za,0 s’e´crit alors :
Za,0 =
nd∑
k=0
(
nd
k
)
(ea)k(e−a)n
d−k
= (ea + e−a)n
d
.
En posant p = e2a/(1 + e2a), il vient :
µa,0(σ) = (
e2a
1 + e2a
)k(
1
1 + e2a
)n
d−k
= pk(1− p)nd−k .
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Autrement dit, chaque sommet du graphe est positif avec probabilite´ p = e2a/(1 + e2a) et ne´gatif
avec probabilite´ 1 − p, et ce inde´pendamment les uns des autres. La mesure de Gibbs µa,0 sera
alors simplement note´e µp. Certains de nos re´sultats, dont les applications du Chapitre 5, concer-
neront exclusivement ce cas particulier.
L’asymptotique dans ce mode`le sera celle utilise´e dans la the´orie des graphes ale´atoires : en
faisant tendre la taille n du graphe vers l’infini, l’ensemble des sommets Vn croıˆt vers Nd tout
entier. Paralle`lement, les potentiels pourront de´pendre de n et nous nous inte´resserons en particu-
lier au cas ou` le potentiel de surface a = a(n) tend vers −∞. Sous cette hypothe`se, les sommets
seront en tre`s grande majorite´ ne´gatifs et nous focaliserons notre attention sur les rares sommets
positifs. Notons ne´anmoins que la de´pendance en n du potentiel de paire sera dans notre e´tude
pour le moins re´duite : b(n) sera suppose´ borne´ dans le Chapitre 3 et fixe´ pour les Chapitres 4 et
5.
Enfin, la compacite´ pour la topologie produit de l’ensemble WNd implique la tension de la suite
de lois de probabilite´s {µa(n),b(n)}n≥1 de´finies par la relation (2.1.2). Cette suite est donc relative-
ment compacte (par le the´ore`me de Prohorov, voir [27] p. 104) : on peut en extraire (au moins)
une sous-suite convergente. Nos re´sultats e´tant asymptotiques, ils concerneront donc toutes les
valeurs d’adhe´rence de la suite {µa(n),b(n)}n≥1.
2.2 Deux proprie´te´s du mode`le
Deux aspects classiques de notre mode`le sont pre´sente´s dans cette section : son caracte`re
markovien d’une part et ferromagne´tique d’autre part. Ces deux proprie´te´s techniques nous seront
tre`s utiles par la suite.
2.2.1 La proprie´te´ de Markov
Du fait de sa forme exponentielle, la mesure de Gibbs µa,b introduite en (2.1.2) produit un
champ de Markov sur l’ensemble des sommets Vn relativement a` la structure de graphe de´finie
par le syste`me de voisinages {V(x), x ∈ Vn} (2.1.1). Ce re´sultat tre`s classique (cf. par exemple
[59] ou [6]) fait l’objet de la premie`re partie de la Proprie´te´ 2.2.3. Mentionnons qu’il admet une
re´ciproque partielle portant le nom de the´ore`me de Hammersley-Clifford (voir pa exemple [42]).
De´butons par quelques notations tout a` fait ge´ne´rales. Soit V ⊂ Vn un ensemble de sommets.
Nous noterons W V = {−1,+1}V l’ensemble des configurations de´finies sur V et F(V ) la tribu
engendre´e par ces e´le´ments. L’ensemble V e´tant fini, F(V ) n’est autre que l’ensemble des parties
de W V . Le cardinal de V sera note´ |V | et son comple´mentaire (dans Vn) V c. La restriction d’une
configuration σ a` l’ensemble V sera note´e σV . Enfin, si U et V sont deux ensembles de sommets
disjoints et σ, σ′ deux configurations, σUσ′V repre´sente la configuration de U ∪V dont les restric-
tions aux ensembles U et V correspondent respectivement a` σ et σ′.
Relativement a` la notion de voisinage de´finie en (2.1.1), introduisons le voisinage d’un ensemble
quelconque de sommets.
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Definition 2.2.1 Soit V ⊂ Vn. On appelle voisinage de V et on note δV l’ensemble de´fini par :
δV = {y ∈ Vn \ V, ∃x ∈ V, {x, y} ∈ En} .
Nous noterons e´galement V la re´union des deux ensembles disjoints V et δV .
Cette notion de voisinage d’un ensemble de sommets ge´ne´ralise celle introduite en (2.1.1)
puisque δ{x} = V(x).
Pour tout ensemble de sommets V ⊂ Vn et pour toute configuration σ ∈ W V , de´finissons
l’e´nergie de σ sur l’ensemble V :
Definition 2.2.2 Soient V ⊂ Vn et σ ∈W V . On appelle e´nergie de la configuration σ ∈W V sur
l’ensemble V et on note HV (σ) la quantite´ de´finie par :
HV (σ) = a
∑
x∈V
σ(x) + b
∑
{x,y}∈En
(x∈V )∨(y∈V )
σ(x)σ(y) . (2.2.4)
La notation (x ∈ V ) ∨ (y ∈ V ) signifie qu’au moins l’un des deux sommets voisins x, y ap-
partient a` l’ensemble V , l’autre pouvant e´ventuellement appartenir a` son voisinage δV . Lorsque
V = Vn, on a V = V et l’e´nergieHV (·) sur V n’est autre que l’e´nergieH(·) introduite en (2.1.3).
La notation HV (·) nous permet d’obtenir une version simplifie´e agre´able de la probabilite´ condi-
tionnelle µa,b(ζ |σ), ou` ζ ∈ W V et σ ∈ W δV . Une premie`re simplification produit l’expression
ci-dessous :
µa,b(ζ |σ) = µa,b(ζσ)∑
ζ′∈WV µa,b(ζ
′σ)
=
exp
{
a
∑
x∈V (ζσ)(x) + b
∑
{x,y}∈En
x,y∈V
(ζσ)(x)(ζσ)(y)
}
∑
ζ′∈WV exp
{
a
∑
x∈V (ζ
′σ)(x) + b
∑
{x,y}∈En
x,y∈V
(ζ ′σ)(x)(ζ ′σ)(y)
} ,(2.2.5)
Cette dernie`re fraction peut encore eˆtre re´duite. En effet, dans la somme du de´nominateur, un
certain nombre de facteurs sont communs et se simplifient avec les facteurs correspondants du
nume´rateur. Ce sont :
• exp{a(ζσ)(x)}, x ∈ δV ;
• exp{b(ζσ)(x)(ζσ)(y)}, x, y e´tant deux sommets voisins appartenant tout deux a` δV .
On obtient alors une expression “ale´ge´e” de la probabilite´ conditionnelle µa,b(ζ |σ) faisant inter-
venir les e´nergies HV (ζ ′σ), ζ ′ ∈ W V :
µa,b(ζ |σ) = exp{H
V (ζσ)}∑
ζ′∈WV exp{HV (ζ ′σ)}
. (2.2.6)
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Ces simplifications reposent essentiellement sur la forme exponentielle de la mesure de Gibbs
µa,b. La fraction (2.2.6) sera appele´e la forme re´duite de la probabilite´ conditionnelle µa,b(ζ |σ).
Deux ensembles de sommets U et V seront dits V-disjoints si U ∩ V = ∅, ou de manie`re
e´quivalente si U ∩ V = ∅. Autrement dit, aucun sommet de U ne peut eˆtre voisin d’un sommet
de V . Evidemment, deux ensembles V-disjoints sont e´galement disjoints. La premie`re partie de
la Proprie´te´ 2.2.3 concerne le caracte`re markovien de la mesure de Gibbs µa,b. La deuxie`me par-
tie affirme que deux e´ve´nements relatifs a` deux ensembles V-disjoints U et V sont inde´pendants
conditionnellement a` δU ∪ δV .
Proprie´te´ 2.2.3 1. Soient V, V ′ deux ensembles de sommets tels que δV ⊂ V ′ ⊂ V c. On a, pour
tout A ∈ F(V ) :
µa,b(A|F(V ′)) = µa,b(A|F(δV )) . (2.2.7)
2. Soient U, V, V ′ des ensembles de sommets tels que U et V sont V-disjoints et
δU ∪ δV ⊂ V ′ ⊂ (U ∪ V )c. On a, pour tout A ∈ F(U), B ∈ F(V ) :
µa,b(A ∩ B|F(V ′)) = µa,b(A|F(V ′))× µa,b(B|F(V ′)) . (2.2.8)
Si U , U ′ et U ′′ sont trois sous-ensembles de sommets 2 a` 2 V-disjoints, alors U ∪ U ′ et U ′′ le
sont aussi. En suivant cette remarque e´vidente, nous e´tendons la relation d’inde´pendance condi-
tionnelle (2.2.8) a` toute famille finie d’ensembles de sommets deux a` deux V-disjoints.
De´monstration Soient V, V ′ ⊂ Vn tels que δV ⊂ V ′ ⊂ V c et A un e´ve´nement de F(V ). Il
s’agit de montrer que la variable µa,b(A|F(V ′)) est une version de l’espe´rance conditionnelle
µa,b(A|F(δV )). Remarquons que l’ensemble forme´ de tous les e´le´ments de W δV et de W δV lui-
meˆme est un pi-syste`me ge´ne´rateur de la tribu F(δV ) (voir par exemple le tre`s classique [80]
p. 84). Les variables ale´atoires µa,b(A|F(V ′)) et µa,b(A|F(δV )) ayant la meˆme espe´rance (e´gale
a` µa,b(A)), il suffit donc de ve´rifier que pour tout σ ∈W δV ,
IEa,b
[
µa,b(A|F(V ′))1 σ
]
= IEa,b
[
µa,b(A|F(δV ))1 σ
]
.
Cette identite´ est une conse´quence du fait suivant :
∀σ ∈W δV , ∀σ′ ∈W V ′\δV , µa,b(A|σσ′) = µa,b(A|σ) . (2.2.9)
En effet, on peut e´crire :
IEa,b
[
µa,b(A|F(V ′))1 σ
]
=
∑
σ′∈WV ′\δV
IEa,b
[
µa,b(A|F(V ′))1 σσ′
]
=
∑
σ′∈WV ′\δV
µa,b(A|σσ′)µa,b(σσ′)
= µa,b(A|σ)
∑
σ′∈WV ′\δV
µa,b(σσ
′)
= µa,b(A|σ)µa,b(σ)
= IEa,b
[
µa,b(A|F(δV ))1 σ
]
.
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L’indicatrice de l’e´ve´nement A s’e´crit comme une somme finie d’indicatrices 1 ζ ou` ζ ∈ W V .
Ainsi, (2.2.9) est e´quivalente a` :
∀ζ ∈W V , ∀σ ∈W δV , ∀σ′ ∈W V ′\δV , µa,b(ζ |σσ′) = µa,b(ζ |σ) .
Fixons de telles configurations ζ , σ et σ′ et exprimons la probabilite´ conditionnelle µa,b(ζ |σσ′) en
s’inspirant de la relation (2.2.5) :
exp
{
a
∑
x∈V ∪V ′(ζσσ
′)(x) + b
∑
{x,y}∈En
x,y∈V ∪V ′
(ζσσ′)(x)(ζσσ′)(y)
}
∑
ζ′∈WV exp
{
a
∑
x∈V ∪V ′(ζ
′σσ′)(x) + b
∑
{x,y}∈En
x,y∈V ∪V ′
(ζ ′σσ′)(x)(ζ ′σσ′)(y)
} .
La fraction ci-dessus peut encore eˆtre simplifie´e. En effet, les facteurs suivants s’e´liminent :
• exp{a(ζσσ′)(x)}, x ∈ V ′ ;
• exp{b(ζσσ′)(x)(ζσσ′)(y)}, x, y e´tant deux sommets voisins de V ′.
Il reste donc :
• exp{a(ζσσ′)(x)}, x ∈ V ;
• exp{b(ζσσ′)(x)(ζσσ′)(y)}, x, y e´tant des sommets voisins, l’un des deux au moins appar-
tenant a` V .
Finalement, la de´pendance en σ′ a totalement disparu. La fraction simplifie´e n’est autre que la
forme re´duite de la probabilite´ conditionnelle µa,b(ζ |σ) ; (2.2.9) est de´montre´e.
Passons a` la deuxie`me partie de la Proprie´te´ 2.2.3. Soient donc trois ensembles U , V , V ′ tels que
U et V sont V-disjoints et δU∪δV ⊂ V ′ ⊂ (U∪V )c. Le re´sultat pre´ce´dent re´duit la de´monstration
de (2.2.8) a`
µa,b(A ∩ B|F(δU ∪ δV )) = µa,b(A|F(δU ∪ δV ))× µa,b(B|F(δU ∪ δV )) , (2.2.10)
ou` les e´ve´nementsA etB appartiennent respectivement aux tribusF(U) etF(V ). Nous proce´dons
comme pre´ce´demment. L’ensemble forme´ de tous les e´le´ments de W δU∪δV et de W δU∪δV lui-
meˆme est un pi-syste`me ge´ne´rateur de la tribu F(δU ∪ δV ). Par conse´quent, l’identite´ (2.2.10) est
e´quivalente a` (2.2.11) et (2.2.12) :
IEa,b [µa,b(A ∩ B|F(δU ∪ δV ))] = IEa,b [µa,b(A|F(δU ∪ δV ))× µa,b(B|F(δU ∪ δV ))]
(2.2.11)
et, pour toute configuration σ ∈W δU∪δV ,
µa,b(A ∩ B|σ) = µa,b(A|σ)× µa,b(B|σ) . (2.2.12)
§ 2.2 Deux proprie´te´s du mode`le 23
La relation (2.2.11) s’obtient graˆce au caracte`re markovien de la mesure µa,b et a` des conside´rations
de mesurabilite´ :
IEa,b [µa,b(A ∩B|F(δU ∪ δV ))] = µa,b(A ∩ B)
= IEa,b
[
IEa,b
[
1 A1 B|F(δU ∪ V )
]]
= IEa,b
[
1 BIEa,b
[
1 A|F(δU)
]]
= IEa,b
[
IEa,b
[
1 BIEa,b
[
1 A|F(δU)
]
|F(δU ∪ δV )
]]
= IEa,b
[
IEa,b
[
1 A|F(δU)
]
× IEa,b
[
1 B|F(δU ∪ δV )
]]
= IEa,b [µa,b(A|F(δU ∪ δV ))× µa,b(B|F(δU ∪ δV ))] .
Puis, en e´crivant respectivement les indicatrices des e´ve´nementsA etB comme des sommes finies
d’indicatrices de configurations des ensembles U et V , la relation (2.2.12) est e´quivalente a` :
∀η ∈WU , ∀ζ ∈W V , ∀σ ∈W δU∪δV , µa,b(ηζ |σ) = µa,b(η|σ)µa,b(ζ |σ) .
Les ensembles U et V e´tant V-disjoints, aucune areˆte {x, y} n’intervient a` la fois dans la forme
re´duite de la probabilite´ conditionnelle µa,b(η|σ) et dans celle de µa,b(ζ |σ). Ainsi, le produit de
ces deux quantite´s donne directement le re´sultat escompte´. 
2.2.2 Le cas ferromagne´tique
Le mode`le d’Ising introduit par la De´finition 2.1.1 est qualifie´ de ferromagne´tique lorsque le
potentiel de paire b est positif (cf. [59] p. 2). Rappelons que dans ce cas deux sommets voisins au-
ront tendance a` accorder leurs spins. Cette attractivite´ se traduit mathe´matiquement par l’ine´galite´
FKG (2.2.14) : c’est exactement le contenu de la Proprie´te´ 2.2.4. D’autres mode`les satisfaisant
cette ine´galite´ sont recense´s dans [31].
Munissons tout d’abord l’ensemble des configurations Xn = {−1,+1}Vn d’un ordre partiel,
de´fini de la manie`re suivante :
σ ≤ σ′ ⇐⇒ ∀x ∈ Vn, σ(x) ≤ σ′(x) . (2.2.13)
Une fonction re´elle f de´finie sur Xn est dite croissante si f(σ) ≤ f(σ′) est ve´rifie´e de`s que
σ ≤ σ′. On dit de la mesure de probabilite´ µa,b qu’elle satisfait l’ine´galite´ Fortuin-Kasteleyn-
Ginibre (FKG) si, pour toutes fonctions croissantes f et g de Xn :
IEa,b[fg] ≥ IEa,b[f ]IEa,b[g] . (2.2.14)
On dit alors parfois que la mesure µa,b est a` corre´lations positives (cf. [57] p. 77).
Proprie´te´ 2.2.4 La mesure de Gibbs µa,b de´finie par (2.1.2) satisfait l’ine´galite´ FKG de`s que le
potentiel de paire b est positif.
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Le cas ferromagne´tique constitue une situation de choix en me´canique statistique car de pre´cieux
outils sont alors disponibles. Des ine´galite´s dites ferromagne´tiques du type FKG existent ; les
ine´galite´s Griffiths-Kelly-Sherman (cf. [59] p. 4 ou [39]) et Griffiths-Hurst-Sherman (cf. [40] et
[56]) permettent d’obtenir l’existence mais aussi la croissance ou la concavite´ de certaines limites
thermodynamiques. De meˆme, la me´thode de Stein-Chen [2] s’applique aise´ment a` certaines
sommes de variables ale´atoires indicatrices de´pendantes dont le caracte`re poissonnien doit eˆtre
souligne´. Cette direction sera explore´e dans la Section 4.3.
Le re´sultat suivant ne sera pas de´montre´ car inte´gralement issu de [57] p. 78. Il repose sur un
the´ore`me plus ge´ne´ral duˆ a` Holley (voir [57], p. 75).
Proposition 2.2.5 Conside´rons la mesure de probabilite´ µa,b introduite en (2.1.2). Pour σ, ζ ∈
Xn, notons respectivement σ ∨ ζ et σ ∧ ζ les configurations de´finies par :
(σ ∨ ζ)(x) = max{σ(x), ζ(x)} et (σ ∧ ζ)(x) = min{σ(x), ζ(x)} .
Supposons que pour toutes configurations σ, ζ ∈ Xn on ait :
µa,b(σ ∨ ζ)µa,b(σ ∧ ζ) ≥ µa,b(σ)µa,b(ζ) . (2.2.15)
Alors la mesure de probabilite´ µa,b satisfait l’ine´galite´ FKG (2.2.14).
La Proprie´te´ 2.2.4 est une conse´quence directe du re´sultat pre´ce´dent.
De´monstration (de la Proprie´te´ 2.2.4) Soient σ, ζ ∈ Xn. La Proposition 2.2.5 affirme qu’il
est suffisant de prouver l’ine´galite´ (2.2.15). Par de´finition de la mesure de Gibbs µa,b, elle est
e´quivalente a` :
Ha,b(σ ∨ ζ) +Ha,b(σ ∧ ζ) ≥ Ha,b(σ) +Ha,b(ζ) .
Remarquons tout d’abord que le potentiel de surface a ne joue aucun roˆle quant a` l’obtention de
l’ine´galite´ ci-dessus. En effet, l’identite´
(σ ∨ ζ)(x) + (σ ∧ ζ)(x) = σ(x) + ζ(x)
est satisfaite pour tout sommet x. D’apre`s l’hypothe`se de positivite´ du potentiel de paire b, il suffit
donc de prouver que :∑
{x,y}∈En
(σ∨ζ)(x)(σ∨ζ)(y)+
∑
{x,y}∈En
(σ∧ζ)(x)(σ∧ζ)(y) ≥
∑
{x,y}∈En
σ(x)σ(y)+
∑
{x,y}∈En
ζ(x)ζ(y) .
Fixons une areˆte du graphe, disons {x, y}. Quelles que soient les valeurs prises par les configura-
tions σ et ζ en les sommets x et y, l’ine´galite´ suivante est satisfaite :
(σ ∨ ζ)(x)(σ ∨ ζ)(y) + (σ ∧ ζ)(x)(σ ∧ ζ)(y) ≥ σ(x)σ(y) + ζ(x)ζ(y) .
Pour des raisons e´videntes de syme´trie, tre`s peu de cas sont a` ve´rifier. On conclut aise´ment. 
Terminons cette section par une dernie`re utilisation du the´ore`me de Holley, mettant en valeur
le caracte`re intuitif du cas ferromagne´tique par rapport au cas ge´ne´ral. Fixons b ≥ 0 et a′ ≥ a.
On peut montrer, en s’inspirant de la de´monstration pre´ce´dente, que la mesure µa,b est domine´e
stochastiquement par µa′,b (se re´fe´rer a` [57] p. 71 pour une de´finition pre´cise). Il en de´coule
en particulier que le nombre de sommets de Vn ayant un spin positif croıˆt en moyenne avec le
potentiel de surface a. La` encore, la positivite´ du potentiel de paire b est cruciale.
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2.3 Les simulations
Les re´sultats de cette e´tude seront le plus souvent possible illustre´s par des re´alisations de notre
mode`le d’Ising. Celles-ci seront en dimension d = 2, utiliseront la 4-connexite´ et respecteront
la convention de la Section 2.1 a` savoir un sommet dont le spin est positif (resp. ne´gatif) sera
repre´sente´ par un pixel noir (resp. blanc). Lorsque le potentiel de paire b sera positif, l’algorithme
de Propp et Wilson “Coupling From The Past” [65] produira une re´alisation exacte de la mesure
µa,b. Dans le cas b ne´gatif, nous nous contenterons d’une approximation en utilisant la dynamique
de Glauber (voir par exemple [82]).
Notons cependant qu’a` condition que le potentiel de surface a soit nul, il est possible d’obtenir par
l’algorithme de Propp et Wilson une re´alisation exacte de µ0,b, avec b < 0. L’ide´e est la suivante :
changer 1 spin sur 2 revient a` changer b en−b. Conside´rons le sous-ensemble de Vn, note´ 1/2 ·Vn
et de´fini par :
1/2 · Vn = {x = (i, j) ∈ Vn, i+ j est impair } .
En 4-connexite´ et lorsque n est paire, chaque areˆte {x, y} du grapheGn a un et un seul de ses deux
sommets dans 1/2 ·Vn. Notons σ¯ la configuration de Xn valant σ sur le comple´mentaire (dans Vn)
de 1/2·Vn et−σ sur 1/2·Vn. Alors, pour toute areˆte {x, y} ∈ En, il vient σ¯(x)σ¯(y) = −σ(x)σ(y)
et plus ge´ne´ralement l’e´galite´
µ0,b(σ) = µ0,−b(σ¯) .
Autrement dit, si σ est une re´alisation exacte de µ0,b avec b > 0 alors σ¯ en est une de µ0,−b.
Notons par ailleurs que les re´sultats obtenus par Ferna´ndez et al. [29] reposent sur la construc-
tion e´labore´e d’un processus de Markov du type loss network. Leur approche de´bouche sur une
me´thode de simulation exacte pouvant constituer une alternative efficace a` l’algorithme de Propp
et Wilson ; pour plus de de´tails, consulter [30].
2.3.1 La dynamique de Glauber
Le principe de simulation est le suivant. Une chaıˆne de Markov a` valeurs dans l’ensemble des
configurations Xn, irre´ductible et ape´riodique, et dont la mesure stationnaire est la mesure de
Gibbs µa,b est simule´e. Apre`s un nombre d’e´tapes suffisamment grand, la distribution gouvernant
l’e´tat de la chaıˆne approche la mesure limite recherche´e.
Il s’agit par conse´quent de simuler un syste`me de spins a` valeurs dans l’ensemble des configu-
rations Xn dont la mesure stationnaire est la mesure de Gibbs µa,b : Liggett [57] et Durrett [22]
sont deux re´fe´rences tre`s ge´ne´rales sur les syste`mes de particules interactives. L’hypothe`se essen-
tielle est que le taux de transition d’une configuration σ a` une configuration ζ qui diffe`re de σ
en plus d’un sommet est nul. Autrement dit, une configuration donne´e ne peut changer qu’en un
sommet a` la fois. Nous noterons σx la configuration change´e en x : σx(y) = σ(y) pour y 6= x et
σx(x) = −σ(x). Le taux de transition de σx a` σ sera note´ c(x, σ). La condition portant sur les
taux de transitions est qu’ils satisfassent l’e´quation de re´versibilite´ suivante :
c(x, σ)µa,b(σ) = c(x, σ
x)µa,b(σ
x) , (2.3.16)
assurant ainsi la convergence de la chaıˆne de Markov correspondante vers la mesure µa,b et ce,
quelle que soit la configuration initiale. Dans [82], diffe´rents types de taux satisfaisant (2.3.16)
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sont pre´sente´s. Notre choix se porte vers la dynamique de Glauber, i.e. vers un taux de transition
c(x, σ) de la forme :
c(x, σ) =
µa,b(σ
x)
µa,b(σx) + µa,b(σ)
=
1 + exp
2σ(x)
a+ b ∑
y,{x,y}∈En
σ(y)


−1 .
Le taux c(x, σ) ne de´pend donc que des valeurs prises par σ en x et en ses voisins ; il ne prend en
particulier qu’un nombre fini de valeurs. Notons ν sa valeur maximale. Voici pour finir un sche´ma
de l’algorithme :
t←− 0
Initialiser σ
Re´pe´ter
choisir x ∈ Vn avec probabilite´ 1/n2
ut ←− Random
Si (ut < c(x, σ)/ν) alors σ(x)←− −σ(x)
finSi
t←− t+ 1
Jusqu’a` (arreˆt de la simulation)
Renvoyer σ
2.3.2 L’algorithme de Propp et Wilson
L’inconve´nient majeur de la me´thode pre´ce´dente re´side dans la difficulte´ a` choisir un nombre
d’e´tapes suffisamment grand pour assurer une bonne approximation. Une ide´e tre`s astucieuse,
due a` Propp et Wilson, permet d’e´viter cette difficulte´ en obtenant une re´alisation exacte de la
mesure µa,b.
Leur ide´e est de simuler une chaıˆne de Markov depuis le passe´ vers le pre´sent. Ils montrent que
presque suˆrement il existe un temps t = −T suffisamment loin dans le passe´ tel que toutes
les trajectoires, chacune issue d’une configuration σ ∈ Xn, e´voluant depuis ce temps t = −T
convergent a` t = 0. Les auteurs qualifient ce phe´nome`ne de coalescence. De plus, miraculeu-
sement, cette image commune est distribue´e selon la mesure de Gibbs µa,b. L’autre avantage de
cette me´thode est que le temps T ne´cessaire a` la coalescence des trajectoires est de´termine´ par
l’algorithme lui-meˆme.
Cependant, suivre la trajectoire de chacune des 2n2 configurations n’est pas nume´riquement rai-
sonnable. La solution re´side dans la grande latitude dont on dispose concernant le choix du proto-
cole gouvernant les trajectoires des configurations. Il est en effet possible de coupler notre chaıˆne
de Markov avec elle-meˆme de telle sorte que l’ordre partiel entre les configurations introduit en
(2.2.13) soit pre´serve´ durant leurs e´volutions, depuis t = −T jusqu’a` t = 0. Notons alors par −̂1
et +̂1 les configurations dont les spins sont respectivement tous ne´gatifs et tous positifs. Ainsi,
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tout e´le´ment de Xn e´tant encadre´ par ces deux configurations extre´males, la coalescence de toutes
les trajectoires serait assure´e par celle des trajectoires de −̂1 et de +̂1.
De´taillons ce couplage. Fixons un sommet x. Pour tout e´le´ment σ ∈ Xn, notons σ+ (resp. σ−) la
configuration valant +1 (resp. −1) en x et σ partout ailleurs. L’e´volution de σ au sommet x et au
temps t est re´gi par la re`gle suivante :
fx,t(σ, ut) =
{
σ− si ut < µa,b(σ−)µa,b(σ−)+µa,b(σ+) ,
σ+ si ut ≥ µa,b(σ−)µa,b(σ−)+µa,b(σ+) ,
(2.3.17)
ou` ut de´signe un re´el distribue´ uniforme´ment sur [0, 1]. Dans le cas ferromagne´tique, i.e. lorsque
b > 0 d’apre`s la Proprie´te´ 2.2.4, la probabilite´ conditionnelle :
µa,b(σ(x) = +1|σ(y), y 6= x) = µa,b(σ+)
µa,b(σ−) + µa,b(σ+)
=
1 + exp
−2
a+ b ∑
y,{x,y}∈En
σ(y)


−1
est une application croissante de {σ(y), y 6= x}. Par conse´quent, le couplage de´fini par (2.3.17)
pre´serve l’ordre partiel entre les configurations le long de leur trajectoire. En effet, si σ ≤ ζ alors
la conjonction des e´ve´nements fx,t(σ, ut)(x) = +1 et fx,t(ζ, ut)(x) = −1 est impossible.
La coalescence des configurations extre´males −̂1 et de +̂1 se fait d’autant plus rapidement que
le syste`me de particules est (nettement) supe´rieur a` la tempe´rature critique : i.e. pour b < bc =
log(1 +
√
2)/2 ' 0.441 (voir [63]). En pratique, toutes les simulations de cette the`se re´alise´es
suivant l’algorithme de Propp et Wilson le seront pour une valeur du potentiel de paire satisfaisant
0 ≤ b ≤ 0.3.
Voici enfin le sche´ma de l’algorithme de Propp et Wilson :
T ←− 1
Re´pe´ter
upper ←− +̂1
lower ←− −̂1
Pour t = −T jusqu’a` t = −1
choisir x ∈ Vn avec probabilite´ 1/n2
ut ←− Random
upper ←− fx,t(upper, ut)
lower ←− fx,t(lower, ut)
finPour
T ←− 2T
Jusqu’a` (upper = lower)
Renvoyer upper
Le fait de remplacer T par 2T plutoˆt que par T + 1 permet d’acce´der plus rapidement a` un
temps T permettant la coalescence.
28 - Chapitre2 -
2.4 Premie`res de´finitions
L’objectif de cette section est de pre´senter les principaux objets mathe´matiques de notre e´tude.
Dans la Section 2.4.1, la distance de graphe dist permet d’introduire un caracte`re local dans le
graphe Gn a` travers la notion de boule de rayon inde´pendant de n. Sur une telle boule seront
de´finies dans la Section 2.4.2 les configurations locales. Quantifier la probabilite´ d’apparition
dans le graphe d’une configuration locale passe par l’e´tude de son e´nergie locale.
2.4.1 Distance et boules
Une distance sur l’ensemble des sommets Vn est pre´sente´e dans la Proprie´te´ 2.4.2. Elle repose
essentiellement sur la structure de graphe de´finie par les voisinages V(x), x ∈ Vn (2.1.1). Elle
nous permet surtout, via la notion de boule B(x, r), de souligner le caracte`re local du graphe Gn.
Introduisons dans un premier temps la notion de chemin entre deux sommets.
Definition 2.4.1 Soient m un entier strictement positif et x1, . . . , xm des sommets tels que
∀i ∈ {1, . . . , m− 1}, {xi, xi+1} ∈ En .
On dira alors du m-uplet (x1, . . . , xm) qu’il forme un chemin allant de x1 a` xm que l’on notera
x1 . . . xm.
Le graphe Gn e´tant sans boucle sur les sommets (i.e x /∈ V(x)), deux sommets conse´cutifs
xi et xi+1 appartenant au chemin x1 . . . xm sont ne´cessairement distincts. Par exemple, xx n’est
pas un chemin. On peut par conse´quent de´finir simplement la longueur d’un chemin comme e´tant
e´gale au nombre de sommets le composant moins 1. On note :
long(x1 . . . xm) = m− 1 .
Ainsi, les chemins de longueur nulle sont les chemins x, forme´s du seul sommet x. Ils seront qua-
lifie´s d’e´le´mentaires. Notons ne´anmoins qu’un chemin n’est pas ne´cessairement injectif, il n’est
pas interdit a` un chemin de passer plusieurs fois par le meˆme sommet.
Il existe e´videmment plusieurs chemins, de diffe´rentes longueurs, joignant deux sommets quel-
conques du graphe. A cet effet, nous de´finissons la distance se´parant deux sommets comme e´tant
la longueur du plus court chemin allant du premier au second.
Proprie´te´ 2.4.2 L’application dist : Vn × Vn → N de´finie par :
∀x, y ∈ Vn, dist(x, y) = min{long(c), c chemin allant de x a` y}
est une distance sur l’ensemble des sommets Vn, appele´e distance du graphe Gn.
De´monstration Le graphe Gn e´tant non oriente´, un chemin de x a` y peut eˆtre vu comme un che-
min de y a` x de meˆme longueur. L’application dist est donc syme´trique : dist(x, y) = dist(y, x).
Par de´finition de la longueur d’un chemin, dist(x, y) est nulle si et seulement il existe un chemin
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e´le´mentaire joignant ces deux sommets, ce qui se traduit par x = y. L’ine´galite´ triangulaire se
de´montre tout aussi facilement. Soient x, y, z trois sommets de Vn. Soit c un chemin allant de x a` y
passant par z. De´coupons naturellement ce chemin en deux chemins c′ et c′′ allant respectivement
de x a` z et de z a` y, produisant ainsi l’e´galite´ :
long(c) = long(c′) + long(c′′) .
Il s’ensuit l’ine´galite´
dist(x, y) ≤ long(c′) + long(c′′) .
Puis, en passant au minimum sur l’ensemble des chemins de x a` z et de z a` y, on obtient l’ine´galite´
recherche´e :
dist(x, y) ≤ dist(x, z) + dist(z, y) .

On peut de´sormais de´finir la boule de centre x et de rayon r, note´e B(x, r), par :
B(x, r) = {y ∈ Vn ; dist(x, y) ≤ r} .
Le rayon r est un entier fixe´ inde´pendant de la taille n du graphe. Dans le but d’e´viter la de´plaisante
situation d’une boule se chevauchant elle-meˆme, nous supposerons dore´navant que n > 2ρr.
Deux proprie´te´s des boules B(x, r) seront cruciales dans ce qui suit. Tout d’abord, la structure
du graphe Gn e´tant invariante par translation, deux boules ayant le meˆme rayon sont translate´es
l’une de l’autre :
B(x+ y, r) = y +B(x, r)
(rappelons que les ope´rations sur les sommets se font modulo n). Ensuite, pour n > 2ρr, le
cardinal d’une boule B(x, r) ne de´pend que de son rayon r (et des constantes d, q et ρ) mais
pas du centre x ni de n ; il sera note´ β(r). Notons par ailleurs que quels que soient les choix des
constantes q et ρ, la bouleB(x, r) est incluse dans le sous-ensemble [x−ρr, x+ρr]d de Vn, et par
conse´quent son cardinal satisfait β(r) ≤ (2ρr+ 1)d. Plus ge´ne´ralement, il existe deux constantes
strictement positives β1 et β2 de´pendant uniquement des parame`tres d, q et ρ telles que, pour tout
rayon r :
β1r
d ≤ β(r) ≤ β2rd . (2.4.18)
Paralle`lement, le nombre d’areˆtes {y, z} ∈ En dont les sommets appartiennent tout deux a` la
bouleB(x, r) sera note´ α(r) ; lui non plus ne de´pend ni de x, ni de n. Le voisinage δB(x, r) de la
boule B(x, r) est une couronne forme´e des sommets distants de r + 1 du centre x. Son cardinal
ne de´pend que du rayon r. Autrement dit,
B(x, r) = B(x, r + 1) .
Les e´ve´nements relatifs aux sommets de la boule B(x, r) seront qualifie´s de locaux, par oppo-
sition a` des ensembles de sommets dont le cardinal de´pend de la taille n du graphe. La section
suivante fournit des exemples de tels e´ve´nements qui seront au cœur de notre e´tude.
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2.4.2 Configuration locale
Disposant de la notion de boule, il est temps de pre´senter la proprie´te´ locale la plus e´le´mentaire
sur laquelle se focalisera notre attention : une configuration locale est simplement une configura-
tion d’une boule fixe´e.
Definition 2.4.3 Soit r un entier positif. Conside´rons la boule B(0, r) de centre 0 et de rayon r.
L’ensemble des configurations de cette boule sera note´ Cr = WB(0,r). Ses e´le´ments seront appele´s
les configurations locales de la boule B(0, r).
Il n’existe bien suˆr qu’un nombre fini de configurations locales de la bouleB(0, r), pre´cise´ment
2β(r). Elles seront repre´sente´es par les lettres grecques η et η′. Une configuration locale est
de´termine´e par la donne´e d’un ensemble V+(η) ⊂ B(0, r), forme´ de ses sommets positifs :
V+(η) = {x ∈ B(0, r), η(x) = +1} .
Son cardinal sera note´ k(η). Cet entier repre´sente naturellement le nombre de sommets positifs
formant la configuration locale η. L’ensemble comple´mentaire de V+(η) dans la boule B(0, r)
sera note´ V−(η) : il se compose des sommets ne´gatifs de η. Lorsque les sommets a` distance r du
centre 0 ont tous des spins ne´gatifs (comme dans la Figure 2.3), la configuration locale η est dite
propre.
Definition 2.4.4 Une configuration locale η ∈ Cr est dite propre si son ensemble de sommets
positifs V+(η) ve´rifie :
V+(η) ⊂ B(0, r − 1) .
L’ensemble des configurations locales propres de la boule B(0, r) est naturellement en bijec-
tion avec l’ensemble des configurations locales de la boule B(0, r − 1). Il y en a donc 2β(r−1).
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FIG. 2.3 – Une configuration locale propre η de la boule B(0, 3) (avec ρ = 1 et q = ∞),
repre´sente´e en dimension d = 2. Elle est forme´e de k(η) = |V+(η)| = 10 sommets positifs
et son pe´rime`tre γ(η) est e´gal a` 58.
L’entier k(η) ne pre´cise que tre`s vaguement la configuration locale η. En effet,
(
β(r)
k(η)
)
e´le´ments
de Cr ont le meˆme nombre k(η) de sommets positifs. Plus que son cardinal, il nous sera utile par
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la suite de pouvoir de´crire la ge´ome´trie de l’ensemble V+(η). La notion suivante re´pondra a` nos
besoins. Le pe´rime`tre de la configuration locale η, note´ γ(η), est de´fini par la formule :
γ(η) = V |V+(η)| − 2 |{{x, y} ∈ En, x, y ∈ V+(η)}| ,
ou` V est le nombre de sommets voisins d’un sommet quelconque donne´. Rappelons que tous
les sommets de Vn ont le meˆme nombre de voisins. Le pe´rime`tre d’une configuration locale
de´pend donc de la dimension d mais aussi des parame`tres ρ et q de´finissant le voisinage de tout
sommet (voir (2.1.1)). En effet, prenons l’exemple d’une configuration locale en dimension d = 2
repre´sentant un unique sommet positif. Son pe´rime`tre est e´gal a` V = 4 dans le cas de la 4-
connexite´ (ρ = q = 1) et a` V = 8 dans le cas de la 8-connexite´ (ρ = 1 et q = +∞).
Perceptuellement, le pe´rime`tre d’une configuration locale η repre´sente la “longueur” du contour
de son ensemble de sommets positifs V+(η). Par exemple, le contour de l’ensemble des sommets
positifs de la configuration locale repre´sente´e par la Figure 2.3 est en pointille´.
Cette nouvelle notion prend tout son sens dans le cas d’une configuration locale propre η. Le
pe´rime`tre γ(η) s’e´crit alors simplement
γ(η) = |{(x, y) ∈ V+(η)× V−(η), {x, y} ∈ En}| ,
et s’interpre´te alors comme le nombre de paires de sommets voisins x et y appartenant a` la boule
B(0, r) et ayant des spins oppose´s.
Notons enfin que la donne´e des entiers k(η) et γ(η) ne suffit pas a` de´terminer de manie`re unique
la configuration locale η.
Il nous faut de´sormais eˆtre capable de repe´rer une configuration locale donne´e et de compter
son nombre d’occurrences, i.e. le nombre de fois qu’elle apparaıˆt dans le graphe Gn. Ceci motive
les notations suivantes.
Soit η ∈ Cr. Pour tout sommet x ∈ Vn, notons ηx le translate´ de η sur la boule B(x, r) (les
ope´rations sur les sommets se font modulo n) :
∀y ∈ Vn, dist(0, y) ≤ r =⇒ ηx(x+ y) = η(y) .
De plus, nous notons Iηx la fonction indicatrice de´finie sur l’ensemble des configurations Xn par :
∀σ ∈ Xn, Iηx(σ) =
{
1 si σB(x,r) = ηx ,
0 sinon.
Terminons par le nombre d’occurrences dans le graphe Gn de la configuration locale η, note´
Xn(η) et de´fini par :
Xn(η) =
∑
x∈Vn
Iηx .
Du fait des conditions de bords pe´riodiques, la somme ci-dessus porte sur nd fonctions indica-
trices Iηx , toutes de meˆme loi de probabilite´. C’est donc en e´tudiant le comportement local de la
variable Xn(η), i.e. celui d’une variable Iηx donne´e, que nous appre´henderons son comportement
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global. Il s’agira e´galement d’appre´cier et de contourner la difficulte´ introduite par la de´pendance
entre les variables indicatrices Iηx , x ∈ Vn. L’identite´
IEa,b[Xn(η)] = IEa,b[ndIηx ]
= IEa,b[ndµa,b(Iηx = 1|F(δB(x, r)))] , (2.4.19)
valable pour tout sommet x fixe´, montre la marche a` suivre. Le caracte`re local de la bouleB(x, r)
(et de son voisinage δB(x, r)) va intervenir. En effet, l’ensemble des configurationsW δB(x,r) e´tant
de cardinal fini (inde´pendant de n), un re´sultat de convergence portant sur la variable ale´atoire
F(δB(x, r))-mesurable ndµa,b(Iηx = 1|F(δB(x, r))) produira un re´sultat de convergence portant
sur son espe´rance, i.e sur IEa,b[Xn(η)] par (2.4.19).
Notons enfin que l’e´tude de la probabilite´ conditionnelle µa,b(Iηx = 1|σ), σ ∈ W δB(x,r) se fera
a` travers celle de l’e´nergie de la configuration locale η sur la boule B(x, r). Plus pre´cise´ment,
fixons un sommet x et de´signons simplement parB la bouleB(x, r). La probabilite´ conditionnelle
µa,b(I
η
x = 1|σ), σ ∈W δB se met sous la forme :
µa,b(I
η
x = 1|σ) =
eH
B(ηxσ)∑
η′∈Cr
eHB(η′xσ)
. (2.4.20)
L’e´nergie HB(ηxσ) de la configuration locale η (ou de son translate´ ηx) sera qualifie´e de locale.
La relation (2.4.20) est fondamentale. Elle fait le lien entre l’e´nergie d’une configuration locale
η et la probabilite´ conditionnelle µa,b(Iηx = 1|σ). Tous nos re´sultats reposent sur le controˆle de
cette dernie`re quantite´. Or, d’apre´s (2.4.20), un tel controˆle ne´cessite une e´tude approfondie de
l’e´nergie de la configuration locale η. Ainsi, nous terminons cette section en remarquant que
les caracte´ristiques k(η) et γ(η) apparaissent naturellement dans l’expression de l’e´nergie locale
HB(ηxσ). Si k(η) sommets de la bouleB = B(x, r) ont un spin positif, les β(r)−k(η) sommets
restant sont ne´gatifs :
HB(ηxσ) = a(2k(η)− β(r)) + b
 ∑
{y,z}∈En
y,z∈B
ηx(y)ηx(z) +
∑
{y,z}∈En
y∈B,z∈δB
ηx(y)σ(z)
 . (2.4.21)
Supposons de plus que la configuration locale η soit propre. De`s lors, parmi les α(r) areˆtes {y, z}
de la bouleB, il y en a exactement γ(η) dont les sommets y, z ont le meˆme spin, i.e ηx(y)ηx(z) =
1, et donc α(r)− γ(η) dont les sommets y, z ont des spins oppose´s, i.e ηx(y)ηx(z) = −1. Il vient
par conse´quent :
HB(ηxσ) = a(2k(η)− β(r)) + b
α(r)− 2γ(η) + ∑
{y,z}∈En
y∈B,z∈δB
(−1)σ(z)
 . (2.4.22)
Nous venons en particulier d’utiliser la relation :
2γ(η) = α(r)−
∑
{y,z}∈En
y,z∈B
ηx(y)ηx(z) , (2.4.23)
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valable pour toute configuration locale propre η et pour tout sommet x. Cette e´criture du pe´rime`tre
γ(η) sera ge´ne´ralise´e dans la Section 4.4 a` tous les e´le´ments de Cr (propre ou non).
Chapitre 3
Fonctions seuils et lois du 0-1
Dans ce chapitre, nous e´largirons notre champ d’e´tude a` toute une famille de proprie´te´s locales,
appele´e la logique du premier ordre et de´crite en Section 3.1. L’objectif est de donner une loi du
0-1 valable pour toutes les proprie´te´s de cette famille et a` potentiels a(n) et b(n) variables (voir
la Section 3.3). Ce re´sultat (The´ore`me 3.3.4) s’appuiera de manie`re fondamentale sur la notion
de fonction seuil introduite dans la Section 3.2 et issue de la the´orie des graphes ale´atoires.
Les parame`tres du mode`le sont invite´s a` de´pendre de la taille n du graphe. Cependant, pour alle´ger
les notations, nous noterons respectivement µa,b et µp au lieu de µa(n),b(n) et µp(n). Il en sera de
meˆme pour leur espe´rance.
Le The´ore`me 3.3.4 a fait l’objet de deux articles : sa version ge´ne´rale [15] et une version “inde´pendante”
a` potentiel de paire nul [13].
3.1 Logique du premier ordre
N’e´tant pas en mesure de de´velopper un cours de logique mathe´matique (voir par exemple
[10, 24, 50, 51]), nous nous contenterons, au cours de la Section 3.1.1, d’en reprendre quelques
notions e´le´mentaires que nous appliquerons au mode`le d’Ising. La Section 3.1.2 est consacre´e
aux descriptions comple`tes, formules e´le´mentaires jouant le roˆle dans le cadre de la logique du
premier ordre des configurations locales. Nous pre´senterons dans la Section 3.1.3 un re´sultat duˆ
a` Gaifman (The´ore`me 3.1.8 ou [33]) permettant de re´duire la loi du 0-1 a` l’e´tude de familles de
proprie´te´s particulie`res, les descriptions locales basiques ou les formules locales basiques.
3.1.1 Ge´ne´ralite´s
Le vocabulaire est un ensemble fini R de relations (ou pre´dicats). Chacune d’entre elles
concerne un nombre fixe´ de variables. Ce nombre est l’arite´ de la relation. L’ensemble V des
variables auxquelles s’appliquent les relations est fini : c’est l’univers (ou domaine). Le couple
(R, V ) constitue alors un mode`le. Le Chapitre 1 de [23] liste quelques mode`les souvent uti-
lise´s dont celui des graphes. Il est obtenu a` l’aide de la relation binaire de voisinage, l’univers
repre´sentant alors l’ensemble des sommets. Ce mode`le fut e´tudie´ par Shelah et Spencer [71].
De´sirant e´tudier la logique du premier ordre pour le mode`le d’Ising introduit au chapitre
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pre´ce´dent, nous choisirons naturellement comme univers l’ensemble des sommets Vn = {0, . . . , n−
1}d. Le vocabulaireR sera composer d’une relation unaire C et de relations binaires. La relation
unaire C repre´sente la positivite´ des spins : Cx signifie que le sommet x a un spin positif et
¬Cx que son spin est ne´gatif. Les relations binaires (excepte´e l’e´galite´) doivent nous permettre
de de´crire la structure du graphe Gn = (Vn, En) et en particulier les relations de voisinage entre
les sommets. Diffe´rentes relations binaires, avec un pouvoir d’expression plus ou moins pro-
nonce´, seront propose´es a` la fin de cette section. Ne´anmoins, il ne sera pas ne´cessaire de de´crire
pre´cise´ment ces relations binaires : nous nous assurerons uniquement du fait qu’elles de´crivent le
graphe Gn.
La logique du premier ordre est une formalisation construite a` partir des symboles logiques ∀
(le quantificateur universel), ∃ (le quantificateur existentiel), ¬ (la ne´gation), = (l’e´galite´ qui
est une relation binaire), ∨ (la disjonction) et ∧ (la conjonction), de relations d’arite´ finie et de
variables. Si R ∈ R est une relation k-aire et (x1, . . . , xk) un k-uplet de variables, la formule
e´le´mentaire Rx1 . . . xk est appele´e un atome. Nous utiliserons l’abre´viation classique x pour le
k-uplet (x1, . . . , xk) et Rx pour l’atome Rx1 . . . xk. Par de´finition, la logique du premier ordre
est constitue´e de l’ensemble des formules que l’on peut construire de manie`re re´cursive a` partir
des atomes, en utilisant les connecteurs logiques pre´ce´demment cite´s.
Definition 3.1.1 La logique du premier ordre relative a` l’ensemble de relationsR est l’ensemble
de formules L1(R) de´fini de la fac¸on suivante :
1. Pour tout k, toute relation k-aire R ∈ R et pour tout k-uplet x, Rx ∈ L1(R).
2. Si A et B sont des formules de L1(R), alors (¬A), (∀xAx) et (A∧B) appartiennent aussi
a` L1(R).
Comme conse´quence imme´diate, si A et B sont deux formules de L1(R), (∃xAx), (A ∨ B),
(A→ B) et (A↔ B) sont aussi dansL1(R) : les logiciens notentA→ B l’implication (¬A∨B)
et A↔ B l’e´quivalence (A→ B) ∧ (B → A).
Les formules de la logique du premier ordre ont un caracte`re local qui sera mis en valeur par
le The´ore`me 3.1.8. C’est en mettant en de´faut cet aspect local que sont obtenues des formules
non-axiomatisable pour la logique du premier ordre :
• “L’ensemble des sommets positifs est connexe”,
• “le nombre sommets positifs est pair”.
La dernie`re formule est un exemple classique de propositions du second ordre n’appartenant pas
a` la logique du premier ordre (voir [23] exemple 1.3.4 p. 21 et p. 37). Elle constitue d’ailleurs un
contre-exemple aux lois du 0-1 (Proposition 3.1.10 et The´ore`me 3.3.4) et sera de´taille´e a` la fin de
la Section 3.1.3.
Le mode`le (R, Vn) e´tant fixe´, il s’agit de´sormais d’attribuer une probabilite´, via la mesure de
Gibbs µa,b, aux formules de L1(R). Un moyen d’y parvenir est l’utilisation de structures rela-
tives au mode`le (R, Vn). Pre´cise´ment, une structure est de´finie par une liste de faits relatifs aux
relations de R applique´es aux e´le´ments de Vn. Chaque atome Rx1 . . . xk doit apparaıˆtre dans la
liste, soit affirme´, soit nie´ (mais pas les deux).
Parmi toutes les formules de L1(R), seules nous inte´ressent celles dont on peut de´cider si elles
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sont vraies ou fausses pour une structure donne´e. Nous conviendrons donc d’appeler proposition
une formule de L1(R) dont toutes les variables sont quantifie´es (ou lie´es, par opposition a` des
variables libres) : on parle de formule close en logique. Soient S une structure et A une proposi-
tion de L1(R). Comme A est construite a` partir des relations du vocabulaire R, elle est ou non
compatible avec S. Si elle l’est, on dit que S satisfait A et on note S |= A.
Remarquons qu’a` chaque structure S un graphe peut naturellement eˆtre associe´ en reliant les
paires de variables {x, y} dont les faits Rxy ou Ryx de´crivent S, et ce pour toute relation binaire
R de notre vocabulaire (voir [23] p. 26 pour plus de de´tails). Les structures qui nous inte´ressent
sont celles pour lesquelles le graphe de´crit est exactement le tore d-dimensionnel Gn. Nous no-
terons alors Sn leur ensemble. Deux structures quelconques de Sn ne diffe`rent que dans les faits
concernant la relation unaire C, i.e. les spins des sommets. Ainsi, il existe une bijection naturelle
φ entre Sn et l’ensemble des configurations Xn. A une structure S correspond une configuration
σ = φ(S) de´finie par :
(S |= Cx)⇐⇒ (σ(x) = +1)
(S |= ¬Cx)⇐⇒ (σ(x) = −1) .
La strate´gie consiste a` attribuer, a` chaque structure S de Sn, le poids pour le mode`le d’Ising
de son image par l’application φ, i.e. µa,b(φ(S)), et un poids nul aux autres. Par conse´quent, la
donne´e d’une proposition A partitionne Sn en deux sous-ensembles : l’ensemble des structures
qui satisfont A, que nous noterons An, et son comple´mentaire. Nous dirons aussi queAn est l’en-
semble des structures pour lesquelles A est vraie. Ainsi, on de´finit la probabilite´ de la proposition
A, note´e µa,b(A), comme e´tant la probabilite´ de l’image par la bijection φ de l’ensemble des
structures satisfaisant A :
µa,b(A) =
∑
σ∈φ(An)
µa,b(σ) .
Une proposition qu’aucune des structures de Sn ne satisfait sera qualifie´e d’insatisfiable ; elle sera
de probabilite´ nulle. On parlera de proposition satisfiable dans le cas contraire.
En re´sume´, par l’interme´diaire de l’ensemble de structures Sn, nous avons contraint les relations
binaires de notre vocabulaire de manie`re a` de´crire le graphe torique d-dimensionnel Gn. Signa-
lons que diffe´rents types de contraintes pour des ensembles de relations unaires et binaires dans
le cadre des logiques de description sont propose´s dans [67].
Notons enfin que le cas particulier du potentiel de paire nul fut traite´ dans [13], en munissant l’en-
semble L1(R) de la mesure de probabilite´ µp. Plus ge´ne´ralement, diffe´rents cadres probabilistes
peuvent eˆtre applique´s a` l’ensemble des formules de la logique du premier ordre relative a` un
vocabulaire donne´. Les logiciens utilisent l’e´quiprobabilite´ (voir par exemple [28]), auquel cas la
probabilite´ que A soit vraie est le rapport du cardinal de An a` celui de Sn.
Jusqu’a` pre´sent, nous n’avons pas pre´cise´ les relations binaires (excepte´e l’e´galite´) composant
notre vocabulaire. Nous nous sommes uniquement assure´s du fait qu’elles de´crivaient la struc-
ture du graphe Gn. Cette section se termine par deux exemples de tels vocabulaires R1 et R2
dont les relations binaires sont plus ou moins expressives. Nous verrons ne´anmoins que cette
diffe´rence d’expression n’influence pas la loi du 0-1. Le The´ore`me de Gaifman (voir la Section
3.1.3) stipule en effet que celle-ci de´pend uniquement de la structure de graphe et non du vocabu-
laire. Conside´rons tout d’abord le vocabulaireR1 = {C,=, N} ou` N est la relation de voisinage
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de´finie par :
Nxy ⇐⇒ {x, y} ∈ En .
Le graphe Gn e´tant non-oriente´ et sans boucle sur les sommets, la relation binaire N est par
conse´quent re´flexive (Nxy ⇔ Nyx) et antisyme´trique (∀x,¬Nxx). Voici alors deux exemples
de propositions appartenant a` L1(R1) :
• ∃x, y, (Nxy) ∧ (Cx) ∧ (Cy) ;
• ∀x, ((Cx)→ (∀y, (Nxy → ¬Cy))) ;
pouvant eˆtre interpre´te´s respectivement par “il existe deux sommets voisins dont les spins sont
positifs” et “tous les sommets positifs sont isole´s”.
Dans le cas particulier de la dimension d = 2 et de la 4-connexite´, i.e. dans le contexte des
images, la relation unaire C symbolise la couleur : Cx signifie que le pixel x est noir. Chaque
pixel x = (i, j) admet 4 voisins (i±1, j) et (i, j±1) (rappelons que les ope´rations sont effectue´es
modulo n). En vue de distinguer l’horizontale de la verticale, la relation N sera remplace´e par
deux relations binaires HOR et V ER :
HORxy ⇐⇒ y = x± (1, 0) et V ERxy ⇐⇒ y = x± (0, 1) ,
formant ainsi le vocabulaire R2 = {C,=, HOR, V ER}. Le remplacement de la relation N par
HOR et V ER ne modifie pas la structure de graphe sous-jacente mais rend le langage plus
expressif. La proposition (interpre´te´e) “il existe 3 pixels voisins et noirs” appartient aux deux
logiques du premier ordre L1(R1) et L1(R2) alors que “il existe 3 pixels voisins horizontalement
et noirs” appartient seulement a` la seconde.
3.1.2 Descriptions comple`tes et assertions
Cette section est destine´e a` pre´senter plusieurs formules e´le´mentaires de la logique du pre-
mier ordre, notamment les descriptions comple`tes. Elles seront de´finies comme des structures
de mode`les particuliers. Les descriptions comple`tes seront les formules de L1(R) correspondant
aux configurations locales. Il est donc essentiel de disposer d’un dictionnaire pre´cis permettant
de passer des unes aux autres.
C’est dans cet objectif que sont introduites les notations suivantes. Pour tout sous-ensemble de
sommets V ⊂ Vn, notons Sn(V ) l’ensemble des structures relatives au mode`le (R, V ) dont le
graphe sous-jacent est exactement la restriction de Gn a` l’ensemble V . Ainsi, deux structures
quelconques de Sn(V ) ne diffe`rent que dans les faits relatifs a` la relation unaire C. On de´finit
alors une bijection naturelle φV de Sn(V ) dans l’ensemble des configurationsW V = {−1,+1}V :
pour toute structure S ∈ Sn(V ) et pour tout sommet x ∈ V , φV (S)(x) = +1 si et seulement si
S |= Cx. On a en particulier Sn(Vn) = Sn et φVn = φ.
Definition 3.1.2 Soit r un entier strictement positif. NotonsDr l’ensemble Sn(B(0, r)). Les e´le´ments
de Dr sont appele´s les descriptions comple`tes de la boule B(0, r).
L’application φB(0,r) met en bijection l’ensemble Dr des descriptions comple`tes de la boule
B(0, r) et l’ensemble Cr des configurations locales de la boule B(0, r). C’est en ce sens que
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nous qualifierons la description comple`te D et son image la configuration locale φB(0,r)(D)
d’associe´es. Il y a en particulier 2β(r) descriptions comple`tes distinctes de la boule B(0, r).
Comme pour les configurations locales, nous de´finissons l’ensemble des sommets positifs de la
description comple`te D ∈ Dr par :
VC(D) = {x ∈ B(0, r), D |= Cx} .
Son indice, note´ k(D), est le cardinal de cet ensemble : k(D) = |VC(D)|. Une description
comple`te D ∈ Dr et une configuration locale η ∈ Cr sont associe´es si et seulement si leur
ensemble de sommets positifs sont identiques, i.e. VC(D) = V+(η). En particulier, si D ∈ Dr et
η ∈ Cr sont associe´es alors k(D) = k(η).
Soient x ∈ Vn, D ∈ Dr et η sa configuration locale associe´e. Telle ηx pour η, nous de´sirons
de´finir le translate´ de la description comple`te D a` la boule B(x, r). Un candidat se distingue na-
turellement ; la structure de Sn(B(x, r)) dont l’image par φB(x,r) est la configuration ηx. Ainsi, la
structure de Sn(B(x, r)), note´e D(x) et de´finie par :
D(x) = φ−1B(x,r)(ηx) ,
sera appele´e une description comple`te de la boule B(x, r). Les lettres D et D(0) de´signent alors
sans ambiguı¨te´ le meˆme objet.
De´finies comme des structures de mode`les a` univers restreints, les descriptions comple`tes sont
simplement des conjonctions d’atomes. Plonge´es dans le mode`le (R, Vn), leur construction obe´it
aux deux principes de la De´finition 3.1.1 : ce sont des formules de la logique du premier ordre
L1(R).
Comme pour les configurations locales, nous serons amener a` de´tecter la pre´sence de la descrip-
tion comple`te D dans le graphe.
Definition 3.1.3 Une description locale est une formule de L1(R) de la forme :
∃x, D(x) ,
ou` D est une description comple`te de la boule B(0, r).
A la diffe´rence de la formule D(x), la description locale ∃x,D(x) est une proposition : la
variable x est dans le champ du quantificateur ∃ (elle est lie´e). La probabilite´ de cette formule
est e´gale a` celle de l’e´ve´nement Xn(η) > 0, ou` η de´signe la configuration locale associe´e a` D et
Xn(η) e´nume`re ses occurrences dans le graphe :
µa,b(∃x, D(x)) = µa,b(Xn(η) > 0) .
Voici deux exemples (interpre´te´s) de descriptions locales :
• “il existe un sommet positif”,
• “il existe une boule de rayon r = 2 ayant un seul sommet positif, en son centre”.
Une conjonction de descriptions locales concernant chacune des ensembles de sommets dis-
joints est une description locale basique :
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Definition 3.1.4 Une description locale basique est de la forme :
∃x1 . . .∃xm
( ∧
1≤i<j≤m
dist(xi, xj) > 2r
)
∧
( ∧
1≤i≤m
Di(xi)
)
,
ou` :
• m et r sont des entiers strictement positifs fixe´s,
• pour tout i = 1, . . . , m, Di(x) est une description comple`te de la boule B(x, r).
Des exemples de descriptions locales basiques (interpre´te´es) sont :
• “il existe m = 3 sommets positifs”,
• “il existem = 2 boules de rayon r = 3, l’une e´tant forme´e uniquement de sommets ne´gatifs
et l’autre uniquement de sommets positifs”,
• “il existe m = 3 boules de rayon r = 5, disjointes et dont seul le centre est un sommet
positif”.
La Figure 3.1 propose un autre exemple.
FIG. 3.1 – Illustration d’une description locale basique en dimension d = 2, en 8-connexite´ et
pour des entiers m = 4 et r = 1.
Comme son nom l’indique, une description comple`te de´crit de manie`re stricte les faits rela-
tifs a` une boule. Nous aurons besoin d’une notion plus souple, acceptant diffe´rentes situations,
i.e. d’une formule de L1(R) satisfiable par davantage de structures. Un tel objet sera appele´ une
assertion. Par analogie avec la notion de description locale, nous de´finissons e´galement les asser-
tions locales.
Definition 3.1.5 Soit r un entier strictement positif fixe´ et x un sommet. Une assertion de la
boule B(x, r) est une formule ψ(x) de L1(R) dont seule la variable x est libre, toutes les autres
appartenant a` la boule B(x, r). La proposition de L1(R)
∃x, ψ(x)
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est appele´e une assertion locale.
Bien suˆr, les descriptions comple`tes sont des assertions particulie`res. Plus ge´ne´ralement, une
assertion s’obtient comme une disjonction d’un nombre fini de descriptions comple`tes. Deux cas
se pre´sentent. Soit l’assertion locale ∃x, ψ(x) est insatisfiable ; sa probabilite´ est alors nulle. Soit
la formule ψ(x) est implique´e par un nombre fini (au plus 2β(r)) de descriptions comple`tes D(x).
Dans ce cas, l’assertion ψ(x) est logiquement e´quivalente a` la disjonction de ces e´le´ments :
ψ(x)↔
∨
D(x)→ψ(x)
D(x) . (3.1.1)
Les assertions locales sont donc des proprie´te´s de L1(R), plus riches et donc plus inte´ressantes
que les descriptions comple`tes locales. Voici deux exemples interpre´te´s :
• “il existe une boule de rayon 3 dont au moins la moitie´ des sommets ont un spin positif”,
• “il existe une boule de rayon 10 avec au moins 10 sommets voisins et positifs”.
Nous noterons D(ψ) l’ensemble des descriptions comple`tes impliquant ψ(x) :
D(ψ) = {D ∈ Dr, D(x)→ ψ(x)} . (3.1.2)
Nous dirons que D(ψ) est l’ensemble de de´finition de l’assertion ψ(x). Signalons au passage
que cet ensemble ne de´pend pas de la variable x apparaissant dans son e´criture (3.1.2). L’indice
de l’assertion ψ(x), note´ k(ψ), est le plus petit indice des descriptions comple`tes l’impliquant.
Autrement dit :
k(ψ) = min{k(D), D ∈ D(ψ)} . (3.1.3)
Lorsque l’assertion locale ∃x, ψ(x) est insatisfiable, son ensemble de de´finition est vide. Nous
e´crirons alors par convention k(ψ) = +∞.
3.1.3 Le The´ore`me de Gaifman
En vue d’e´tablir une loi du 0-1, le the´ore`me de Gaifman (The´ore`me 3.1.8) re´duit l’e´tude des
formules de L1(R) a` celle des formules locales basiques.
Definition 3.1.6 Une formule locale basique est une proposition de L1(R) de la forme :
∃x1 . . . ∃xm
( ∧
1≤i<j≤m
dist(xi, xj) > 2r
)
∧
( ∧
1≤i≤m
ψi(xi)
)
,
ou` :
• m et r sont des entiers strictement positifs fixe´s,
• pour tout i = 1, . . . , m, ψi(x) est une assertion de la boule B(x, r).
Leur ensemble sera note´ Lbas.
Evidemment, les descriptions locales basiques sont des formules locales basiques particulie`res.
Introduisons l’ensemble des combinaisons boole´ennes d’un sous-ensemble donne´ de L1(R) :
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Definition 3.1.7 Soit L un ensemble de formules de la logique du premier ordre. L’ensemble
BC(L) des combinaisons boole´ennes finies de L est de´fini par :
1. A ∈ L =⇒ A ∈ BC(L).
2. A ∈ L =⇒ ¬A ∈ BC(L).
3. A,B ∈ L =⇒ A ∧ B ∈ BC(L).
Les 3 axiomes de la de´finition ci-dessus e´tant compatibles avec les re`gles de construction de la
logique du premier ordre, l’ensemble BC(L) des combinaisons boole´ennes finies de L ⊂ L1(R)
est encore inclus dans L1(R).
Le The´ore`me de Gaifman (voir [33] ou [23] p. 31 pour une de´monstration) affirme que l’ensemble
des combinaisons boole´ennes finies de l’ensemble des formules locales basiques recouvre toute
la logique du premier ordre :
The´ore`me 3.1.8 Toute formule de la logique du premier ordre est logiquement e´quivalente a` une
combinaison boole´enne finie de formules locales basiques.
En particulier, pour toute formule A ∈ L1(R), il existe τ ∈ BC(Lbas) satisfaisant :
µa,b(A) = µa,b(τ) .
Ce re´sultat souligne le caracte`re local de la logique du premier ordre. En effet, une formule locale
basique concerne des variables localise´es, appartenant a` m boules de rayon r. Ainsi, bien plus
que la composition exacte du vocabulaire R (i.e. son pouvoir d’expression), c’est la structure de
graphe sous-jacente qui va intervenir et re´ellement influencer les lois du 0-1 (Proposition 3.1.10
et surtout The´ore`me 3.3.4).
Le The´ore`me 3.1.8 peut eˆtre vu comme un re´sultat de “densite´” puisqu’il rame`ne l’e´tude des
formules de la logique du premier ordre a` celle des formules locales basiques ou des descriptions
locales basiques.
Proposition 3.1.9 Les 3 propositions suivantes sont e´quivalentes :
(i) La probabilite´ de toute description locale basique tend vers 0 ou 1.
(ii) La probabilite´ de toute formule locale basique tend vers 0 ou 1.
(iii) La probabilite´ de toute formule de la logique du premier ordre tend vers 0 ou 1.
De´monstration Par simple inclusion, les implications (iii)⇒ (ii) et (ii)⇒ (i) sont imme´diates.
Supposons (ii). Les relations e´le´mentaires µa,b(A) = 1− µa,b(¬A) et
µa,b(A) + µa,b(B)− 1 ≤ µa,b(A ∧ B) ≤ min{µa,b(A), µa,b(B)} ,
valables pour toutes formules logiques A et B entraıˆnent que la probabilite´ de toute combinaison
boole´enne finie de formules locales basiques tend vers 0 ou 1. Par le The´ore`me de Gaifman, il
vient (iii).
Nous allons maintenant montrer que toute formule locale basique est soit insatisfiable, et dans
ce cas sa probabilite´ est nulle, soit s’e´crit comme une disjonction finie de descriptions locales
§ 3.1 Logique du premier ordre 43
basiques. L’implication (i) ⇒ (ii) sera alors de´montre´e. Conside´rons la formule locale basique
L suivante :
L ↔ ∃x1 . . .∃xm
( ∧
1≤i<j≤m
dist(xi, xj) > 2r
)
∧
( ∧
1≤i≤m
ψi(xi)
)
. (3.1.4)
Si l’une des assertions ψi(x) est insatisfiable, il en va de meˆme pour L. Sinon, de´composons
chacune des m assertions ψi(x) en une disjonction de descriptions comple`tes. Pour tout 1 ≤
i ≤ m, il existe un entier di (le cardinal de l’ensemble de de´finition D(ψi)) et des descriptions
comple`tes Di,1, . . . , Di,di (les e´le´ments de D(ψi)) telles que
ψi(x)↔
∨
1≤j≤di
Di,j(x) .
En remplacant dans (3.1.4) l’assertionψi(xi) par la disjonction correspondante et apre`s re´arrangement
des termes, la formule locale basique L s’e´crit alors comme une disjonction finie de descriptions
locales basiques :∨
1≤j1≤d1
. . .
∨
1≤jm≤dm
(
∃x1 . . .∃xm
( ∧
1≤i<j≤m
dist(xi, xj) > 2r
)
∧
( ∧
1≤i≤m
Di,ji(xi)
))
.

La Proposition 3.1.9 nous permet d’obtenir une premie`re loi du 0-1 lorsque les potentiels sont
suppose´s fixe´s. Nous montrerons que sous cette hypothe`se la probabilite´ de toute description
locale basique tend vers 1. L’ide´e sous-jacente est qu’un e´ve´nement local, i.e. concernant un
nombre fixe´ de sommets, se produira avec probabilite´ 1 dans le graphe infini. La Proposition
3.1.10 est volontairement pre´sente´e dans le cas inde´pendant (b = 0), i.e celui de la mesure µp.
En effet, le cas ge´ne´ral ne´cessite des techniques, reposant notamment sur la Proprie´te´ 2.2.3, qui
seront au cœur du The´ore`me 3.2.1 et de la Proposition 3.3.3. Nous les de´voilerons donc en temps
voulu.
Proposition 3.1.10 Soit p ∈]0, 1[ fixe´. Soit A ∈ L1(R) une formule de la logique du premier
ordre quelconque. Alors :
lim
n→+∞
µp(A) = 0 ou 1 .
De´monstration Soit L la description locale basique suivante :
L ↔ ∃x1 . . .∃xm
( ∧
1≤i<j≤m
dist(xi, xj) > 2r
)
∧
( ∧
1≤i≤m
Di(xi)
)
, (3.1.5)
Par la Proposition 3.1.9, il suffit de montrer que la probabilite´ de L tend vers 0 ou 1. Pour cela
conside´rons la formule de L1(R), note´e Rect(x), dont seule la variable x est libre, de´finie par :
Rect(x) ↔
∧
1≤i≤m
Di(x+ ((i− 1)ρ(2r + 1), 0, . . . , 0)) .
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Applique´e en un sommet x, la proprie´te´ Rect(x) repre´sente la re´alisation des m descriptions
comple`tes D1, . . . , Dm en m boules disjointes, conse´cutives et aligne´es selon la premie`re coor-
donne´e. La proposition ∃x,Rect(x) implique la description locale basique L. Nous allons donc
montrer que sa probabilite´ tend vers 1. La loi du 0-1 en de´coulera.
Pour 1 ≤ i ≤ m, l’e´ve´nement Di(x) ne´cessite k(Di) sommets positifs et β(r)− k(Di) ne´gatifs.
Par inde´pendance, sa probabilite´ vaut :
µp(Di(x)) = p
k(Di)(1− p)β(r)−k(Di) ,
et ce pour tout sommet x. Toujours par inde´pendance, il vient :
µp(Rect(x)) =
∏
1≤i≤m
µp(Di(x+ ((i− 1)ρ(2r + 1), 0, . . . , 0))
= p
∑
1≤i≤m k(Di)(1− p)mβ(r)−
∑
1≤i≤m k(Di) ,
quantite´ que l’on notera simplement p˜. Puisque p ∈]0, 1[, il en va de meˆme pour le re´el p˜. Intro-
duisons maintenant le sous-ensemble de Vn, note´ Ln, suivant :
Ln =
{
(i×mρ(2r + 1), 0, . . . , 0) ∈ Vn, i = 0, . . . ,
⌊
n
mρ(2r + 1)
⌋
− 1
}
.
Les e´ve´nements Rect(x) et Rect(y) ou` x et y sont deux e´le´ments distincts de Ln concernent
des ensembles de sommets disjoints. Ils sont donc inde´pendants, chacun de probabilite´ p˜. Par
conse´quent :
µp(∃x, Rect(x)) ≥ µp
( ∨
x∈Ln
Rect(x)
)
≥ 1− (1− p˜)b nmρ(2r+1)c ,
qui tend vers 1 quand n tend vers l’infini. 
La Proposition 3.1.10 repose sur le fait qu’a` p ∈ [0, 1] fixe´, toute description comple`te est
satisfaite avec une probabilite´ qui tend vers 1. Ce re´sultat est donc la version d-dimensionnelle du
paradoxe bien connu du “singe et de la machine a` e´crire” (voir [80] p. 44).
Les logiciens ont e´videmment cherche´ tre`s toˆt a` e´tendre la Proposition 3.1.10 a` la logique du se-
cond ordre. La loi du 0-1 est vraie pour certains fragments, fausse pour d’autres : voir les articles
de synthe`se de Kolaitis et Vardi [48, 49] et Le Bars [53]. Ce dernier est l’auteur de plusieurs
exemples de proprie´te´s dont la probabilite´ ne tend ni vers 0 ni vers 1 (voir [52, 54, 55]).
Cette section se termine par deux exemples de formules issues de la logique du second ordre
et contredisant la loi du 0-1 ci-dessus. Ils seront traite´s dans le cas du potentiel de paire nul et en
dimension d = 2. Nous montrerons que leur probabilite´ (pour la mesure µp) ne tend ni vers 0 ni
vers 1.
Exemple 3.1.11 Conside´rons la proprie´te´ A suivante :
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“le nombre de sommets positifs est pair”.
C’est un exemple classique de formule de logique du second ordre non-axiomatisable pour la
logique du premier ordre (voir [23] exemple 1.3.4 p. 21 et p. 37). Sa probabilite´ vaut :
µp(A) = 1
2
(
1 + (1− 2p)n2
)
.
Elle tend donc vers 1/2 pour toute valeur du parame`tre p appartenant a` l’intervalle ]0, 1[. Le fait
d’e´crire la probabilite´ µp(A) sous la forme
µp(A) = 1
2
n2∑
k=0
(
n2
k
)
pk(1− p)n2−k (1 + (−1)k)
me`ne rapidement au re´sultat. En effet, µp(A) devient :
µp(A) = 1
2
(
n2∑
k=0
(
n2
k
)
pk(1− p)n2−k + (−1)k
n2∑
k=0
(
n2
k
)
pk(1− p)n2−k
)
=
1
2
(
1 +
n2∑
k=0
(
n2
k
)
(−p)k(1− p)n2−k
)
=
1
2
(
1 + (1− 2p)n2
)
.
Exemple 3.1.12 Ce deuxie`me exemple est plus visuel que le pre´ce´dent et concerne donc davan-
tage les images. Plac¸ons nous dans le cas de la 8-connexite´ (q = +∞ et ρ = 1). De´finissons
un chemin 6-connexe comme un chemin pour lequel les directions (−1, 1) et (1,−1) sont in-
terdites. Plus pre´cise´ment, un chemin 6-connexe est un m-uplet (x1, . . . , xm) de pixels tels que
pour tout i ∈ {1, . . . , m − 1}, xi+1 = xi + {(1, 0), (0, 1), (1, 1)}. De plus, nous imposons a` un
chemin 6-connexe de ne pas traverser les bords de l’image, i.e. de ne pas emprunter les areˆtes
servant a` assurer la pe´riodicite´ du graphe (la Figure 3.2 est une illustration). Conside´rons les deux
proprie´te´s :
(i) NGD : “il existe un chemin 6-connexe de pixels noirs allant de gauche a` droite”,
(ii) BHB : “il existe un chemin 6-connexe de pixels blancs allant de haut en bas”.
Des conside´rations d’ordre ge´ome´trique montrent qu’une image satisfait la proprie´te´ NGD si et
seulement si elle ne satisfait pas BHB :
µp(NGD) = 1− µp(BHB) .
Cet argument est n’est pas valable pour des chemins utilisant la 4 ou la 8-connexite´ (voir [68]
p. 183). En effet, dans le cas de la 4-connexite´, la formule ¬NGD ∧ ¬BHB est satisfaite par
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certaines images et, dans celui de la 8-connexite´, les proprie´te´s NGD et BHB ne s’excluent pas
l’une l’autre. Posons maintenant p = 1/2. Par dualite´, il vient :
µ1/2(NGD) = µ1/2(BHB) .
Ces deux e´quations forcent les probabilite´s (pour µ1/2) des proprie´te´s NGD et BHB a` valoir
1/2.
Les formules NGD et BHB sont des exemples classiques de proprie´te´s e´tudie´es en the´orie de la
percolation (voir [41] pour une re´fe´rence ge´ne´rale).
FIG. 3.2 – Un chemin 6-connexe de pixels noirs allant de gauche a` droite.
3.2 Fonction seuil d’une description locale
Conside´rons une description comple`te D de la boule B(0, r). Comme le sugge`re la Proposi-
tion 3.1.10, a` potentiels a et b fixe´s, la probabilite´ de la description locale ∃x,D(x) tend vers
1 lorsque la taille n du graphe tend vers l’infini. Ce re´sultat devient faux lorsque les potentiels
sont autorise´s a` varier avec n. C’est une conse´quence imme´diate du The´ore`me 3.2.1 auquel est
consacre´e la Section 3.2.1. Ce re´sultat de´crit la pre´sence ou plutoˆt le moment d’apparition d’une
configuration locale dans le graphe a` travers la notion de fonction seuil.
Dans la Section 3.2.2, ce re´sultat sera commente´ et illustre´ par des simulations : en adoptant un
point de vue dynamique, i.e en faisant varier le potentiel de surface a(n) depuis −∞ jusqu’a` 0,
nous observerons l’e´volution des configurations locales pre´sentes dans Gn en fonction de leur
nombre de sommets positifs.
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3.2.1 Probabilite´ asymptotique de l’e´ve´nement Xn(η) > 0
Le re´sultat suivant donne un seuil, portant sur le potentiel de surface a(n), pour la probabilite´
de la pre´sence d’une configuration locale dans le graphe.
The´ore`me 3.2.1 Supposons que pour tout n, a(n) < 0 et qu’il existe une constante b0 > 0 telle
que |b(n)| < b0. Soient r un entier non nul et η une configuration locale de la boule B(0, r).
(i) Si limn→+∞ e2a(n)k(η)nd = 0 alors :
lim
n→+∞
IEa,b[Xn(η)] = 0 et lim
n→+∞
µa,b(Xn(η) > 0) = 0 .
(ii) Si limn→+∞ e2a(n)k(η)nd = +∞ alors :
lim
n→+∞
IEa,b[Xn(η)] = +∞ et lim
n→+∞
µa,b(Xn(η) > 0) = 1 .
Soit D une description comple`te de la boule B(0, r) et η sa configuration locale associe´e.
Le The´ore`me 3.2.1 se traduit imme´diatement en termes de description locale puisque la formule
∃x,D(x) et l’e´ve´nement Xn(η) > 0 ont la meˆme probabilite´.
Si lim
n→+∞
e2a(n)k(D)nd = 0 alors lim
n→+∞
µa,b(∃x, D(x)) = 0 . (3.2.6)
Si lim
n→+∞
e2a(n)k(D)nd = +∞ alors lim
n→+∞
µa,b(∃x, D(x)) = 1 . (3.2.7)
La de´monstration du The´ore`me 3.2.1 repose sur l’aspect markovien de la mesure de Gibbs µa,b et
sur le caracte`re local du graphe Gn.
De´monstration Soit η une configuration locale de la bouleB(0, r). Rappelons que k(η) sommets
de cette boule ont des spins positifs pour la configuration locale η et que la variable ale´atoire
Xn(η) compte le nombre de fois qu’elle apparaıˆt dans le graphe :
Xn(η) =
∑
x∈Vn
Iηx .
Soit x ∈ Vn un sommet et notons simplement B = B(x, r) la boule de centre x et de rayon r.
Fixons e´galement une configuration σ ∈W δB sur le voisinage de la boule B. L’e´nergie locale de
la configuration ηxσ ∈WB a e´te´ explicite´e en (2.4.21) :
HB(ηxσ) = a(n)(2k(η)− β(r)) + b(n)
 ∑
{y,z}∈En
y,z∈B
ηx(y)ηx(z) +
∑
{y,z}∈En
y∈B,z∈δB
ηx(y)σ(z)
 .
Le caracte`re local du graphe Gn fait que les sommes apparaissant dans l’expression ci-dessus
ne portent que sur un nombre fini de termes (α(r) pour la premie`re et au plus α(r + 1) − α(r)
pour la deuxie`me), inde´pendants de la taille n du graphe. De plus, le potentiel de paire b(n) e´tant
borne´ par hypothe`se, la diffe´rence entre les e´nergies locales HB(η′xσ) et HB(ηxσ), pour toute
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configuration locale η′ ∈ Cr, est controˆle´e a` l’aide du potentiel de surface a(n) et des seuls entiers
k(η) et k(η′). Il existe en effet deux constantes K et K ′ ne de´pendant que de la borne b0 et du
rayon r telle que :
2a(n)(k(η′)− k(η)) +K ≤ HB(η′xσ)−HB(ηxσ) ≤ 2a(n)(k(η′)− k(η)) +K ′ . (3.2.8)
Notons que l’encadrement ci-dessus est uniforme en la configuration locale η′ ∈ Cr et en la
configuration σ ∈W δB . Il ne de´pend pas non plus du sommet x.
Nous avons vu dans la Section 2.4.2 que la diffe´rence des e´nergies locales HB(η′xσ) et HB(ηxσ)
apparaissait dans l’expression de la probabilite´ conditionnelle µa,b(Iηx = 1|σ) :
µa,b(I
η
x = 1|σ) =
(∑
η′∈Cr
eH
B(η′xσ)−H
B(ηxσ)
)−1
. (3.2.9)
Ainsi, l’encadrement (3.2.8) nous permettra de controˆler le comportement de cette probabilite´
conditionnelle.
Tout d’abord supposons que la quantite´ e2a(n)k(η)nd tende vers 0, ce qui n’est possible que
lorsque k(η) est strictement positif. Notons η0 l’unique e´le´ment de Cr satisfaisant k(η0) = 0 :
η0 est la configuration locale dont tous les sommets sont ne´gatifs. Les relations (3.2.8) et (3.2.9)
impliquent que, pour toute configuration σ ∈W δB ,
µa,b(I
η
x = 1|σ) ≤ eH
B(ηxσ)−HB(η0xσ)
≤ e2a(n)k(η)−K . (3.2.10)
L’uniformite´ en la configuration σ ∈ W δB nous permet de passer a` l’espe´rance dans l’ine´galite´
pre´ce´dente et d’obtenir la limite du nombre moyen d’occurrences de η dans le graphe :
IEa,b[Xn(η)] = ndIEa,b [µa,b(Iηx = 1|F(δB))]
≤ nde2a(n)k(η)−K , (3.2.11)
qui tend vers 0 lorsque n tend vers l’infini. Enfin, en remarquant que, pour une variable ale´atoire a`
valeurs entie`res et positives, la probabilite´ d’eˆtre strictement positive est infe´rieure a` son espe´rance,
on en de´duit que la quantite´ µa,b(Xn(η) > 0) tend elle aussi vers 0 quand n tend vers l’infini. La
partie (i) est de´montre´e.
Supposons donc cette fois que e2a(n)k(η)nd tende vers +∞. Le potentiel de surface a(n) e´tant
suppose´ ne´gatif, (3.2.8) entraıˆne que la diffe´rence
HB(η′xσ)−HB(ηxσ) ≤ −2a(n)k(η) +K ′ ,
et ce pour toute configuration locale η′ ∈ Cr et pour toute configuration σ ∈ W δB . De`s lors,
l’utilisation de la relation (3.2.9) produit cette fois une minoration de la probabilite´ conditionnelle
µa,b(I
η
x = 1|σ). En effet, il existe une constante positive C = 2−β(r)e−K ′ telle que :
∀σ ∈W δB, µa,b(Iηx = 1|σ) ≥ Ce2a(n)k(η) . (3.2.12)
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Comme pre´ce´demment, l’uniformite´ en σ nous permet de conclure quant a` l’espe´rance deXn(η) :
IEa,b[Xn(η)] = ndIEa,b [µa,b(Iηx = 1|F(δB))]
≥ Cnde2a(n)k(η) → +∞ ,
quand n tend vers l’infini, par hypothe`se. En de´duire que la limite de la probabilite´ de l’e´ve´nement
Xn(η) > 0 est nulle est cette fois plus difficile. Il s’agira d’invoquer le caracte`re markovien de la
mesure de Gibbs µa,b.
A cet effet, conside´rons le sous-ensemble de sommets Tn de Vn de´fini par :
Tn =
{
i(ρ(2r + 1) + 1), i = 0, . . . ,
⌊
n
ρ(2r + 1) + 1
⌋
− 1
}d
.
De´signons par τn son cardinal et par Tn la re´union des boules de rayon r dont les centres appar-
tiennent a` Tn (voir la Figure 3.3).
FIG. 3.3 – Les cases colorie´es repre´sentent des sommets de l’ensemble Tn (en dimension d = 2,
avec r = 3, ρ = 1 et p = +∞). Les noires sont des e´le´ments de Tn.
Faisons deux remarques concernant l’ensemble Tn. Premie`rement, son cardinal croıˆt comme
nd ; il existe une constante positive C ′ ve´rifiant τn ≥ C ′nd. Deuxie`mement, si x et x′ sont deux
e´le´ments distincts appartenant a` Tn alors aucun sommet de la boule B(x, r) ne pourra eˆtre voi-
sin de l’un de ceux de la boule B(x′, r). Autrement dit, les boules B(x, r) et B(x′, r) sont V-
disjointes. Introduisons alors la variable ale´atoire X˜n(η) comptant le nombre d’occurrences de la
configuration locale η sur l’ensemble Tn :
X˜n(η) =
∑
x∈Tn
Iηx .
Puisque X˜n(η) est majore´e par Xn(η), il suffit de montrer que la limite de la probabilite´ de
l’e´ve´nement X˜n(η) > 0 tend vers 1 ou encore que celle de X˜n(η) = 0 tend vers 0. C’est cette
denie`re alternative que nous allons prouver.
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Nous allons utiliser par deux fois la Proprie´te´ 2.2.3. D’une part, puisque deux boules quelconques
de Tn sont V-disjointes, on peut e´crire :
µa,b
(
X˜n(η) = 0|F(δTn)
)
= µa,b
( ∧
x∈Tn
Iηx = 0|F(δTn)
)
=
∏
x∈Tn
µa,b (I
η
x = 0|F(δTn)) . (3.2.13)
D’autre part, la variable ale´atoire µa,b(Iηx = 0|F(δTn)) est en fait F(δB(x, r))-mesurable :
µa,b (I
η
x = 0|F(δTn)) = µa,b (Iηx = 0|F(δB(x, r))) , (3.2.14)
cette e´galite´ e´tant bien entendu valable pour tout x ∈ Tn. En combinant (3.2.13) et (3.2.14), il
vient :
µa,b
(
X˜n(η) = 0|F(δTn)
)
=
∏
x∈Tn
µa,b (I
η
x = 0|F(δB(x, r))) .
Remarquons par ailleurs que les fonctionnelles µa,b(Iηx = 0|F(δB(x, r))) sont toutes a` valeurs
dans le meˆme ensemble (de cardinal fini). Par conse´quent, fixons un sommet x de Tn et de´signons
par σmax une des configurations de W δB(x,r) maximisant ces fonctionnelles. On obtient alors :
µa,b
(
X˜n(η) = 0|F(δTn)
)
≤ (µa,b(Iηx = 0|σmax))τn
≤ exp (−τnµa,b (Iηx = 1|σmax)) ,
par l’ine´galite´ classique ln(1+u) ≤ u, valable pour tout u > −1. Enfin, en utilisant la minoration
(3.2.12) puis en passant a` l’espe´rance, il vient :
µa,b
(
X˜n(η) = 0
)
= IEa,b
[
µa,b
(
X˜n(η) = 0|F(δTn)
)]
≤ exp (−τnµa,b (Iηx = 1|σmax))
≤ exp (−C C ′nde2a(n)k(η)) ,
quantite´ qui tend vers 0 quand n tend vers l’infini par hypothe`se. 
Dans la suite, nous utiliserons re´gulie`rement la notation tre`s pratique suivante : si f(n) et g(n)
sont deux fonctions a` valeurs positives, la notation f(n) g(n) ou encore g(n) f(n) signifie
que le quotient f(n)/g(n) tend vers 0 lorsque n→ +∞.
Supposons un instant que k(η) soit non nul (le cas k(η) = 0 sera traite´ ulte´rieurement). Le
The´ore`me 3.2.1 s’interpre`te de la manie`re suivante : a` potentiel de paire b(n) borne´, la pre´sence
dans Gn de la configuration locale η de´pend du potentiel de surface a(n). Plus pre´cise´ment,
lorsque e2a(n)  n−d/k(η), avec une probabilite´ tendant vers 1, aucune copie de η n’apparaıˆtra
dans le graphe. Au contraire, si e2a(n)  n−d/k(η), avec une probabilite´ tendant vers 1, au moins
une copie de η sera pre´sente quelque part dans le graphe.
Cette interpre´tation fait re´fe´rence a` la notion de fonction seuil, notion initialement introduite en
1960 par Erdo˝s et Re´nyi [26] pour les graphes ale´atoires (voir e´galement [74]). Nous adopterons
une version mieux adapte´e au mode`le d’Ising et prenant en compte la ne´gativite´ du potentiel de
surface a(n) :
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Definition 3.2.2 Soit A une proprie´te´ du graphe Gn. La quantite´ s(n) est appele´e fonction seuil
de la proprie´te´ A si :
e2a(n)  s(n) implique lim
n→+∞
µa,b(A) = 0
et si :
e2a(n)  s(n) implique lim
n→+∞
µa,b(A) = 1 .
Remarquons tout d’abord que la fonction seuil d’une proprie´te´ n’est pas unique, c’est seule-
ment un ordre de grandeur. En effet, si s(n) est la fonction seuil de A, il en est de meˆme pour
cs(n), ou` c est une constante strictement positive fixe´e. Cependant, nous parlerons abusivement
de “la” fonction seuil d’une proprie´te´.
Le The´ore`me 3.2.1 affirme que n−d/k(η) est la fonction seuil de la proprie´te´ Xn(η) > 0, lorsque
k(η) est non nul. Le cas particulier de la configuration locale η0 forme´e uniquement de sommets
ne´gatifs est a` part : la proprie´te´ Xn(η0) > 0 n’admet pas de fonction seuil. En effet, d’apre`s le
The´ore`me 3.2.1, sa probabilite´ tend toujours vers 1, quel que soit le comportement du potentiel de
surface a(n). En d’autres termes, η0 sera asymptotiquement toujours pre´sente dans le graphe. Ce
cas e´tant re´gle´, nous focaliserons de´sormais notre attention sur des configurations locales ayant
au moins un sommet dont le spin est positif.
La fonction seuil d’une re´union ou d’une intersection de proprie´te´s dont les fonctions seuils
sont du type n−d/k s’obtient tre`s simplement :
Proprie´te´ 3.2.3 Soient m un entier strictement positif et A1, . . . , Am des proprie´te´s du graphe
Gn dont les fonctions seuils respectives s1(n), . . . , sm(n) satisfont :
∀i = 1, . . . , m, ∃ki ∈ N∗, ∀n, si(n) = n−d/ki . (3.2.15)
Alors, les fonctions seuils, note´es respectivement s(n) et S(n), des proprie´te´s re´union ∪mi=1Ai et
intersection ∩mi=1Ai sont donne´es par les formules
s(n) = min
1≤i≤m
si(n) = n
−d/min1≤i≤m ki
et
S(n) = max
1≤i≤m
si(n) = n
−d/max1≤i≤m ki .
L’hypothe`se (3.2.15) portant sur la forme des fonctions seuils est tre`s forte et va grandement
faciliter la de´monstration de la Proprie´te´ 3.2.3. Il est possible de l’affaiblir tout en conservant le
fait que les fonctions seuils s(n) et S(n) sont obtenues comme le minimum et le maximum des
si(n). Ne´anmoins, toutes les fonctions seuils que nous rencontrerons dans cette e´tude seront du
type n−d/k et la Proprie´te´ 3.2.3 sera pleinement satisfaisante.
D’un point de vue dynamique, i.e. en visualisant la fonction seuil d’une proprie´te´ comme le mo-
ment a` partir duquel elle est satisfaite, la Proprie´te´ 3.2.3 s’interpre`te facilement. Une re´union de
proprie´te´s est satisfaite de`s que l’une d’entre elles est satisfaite alors que pour une intersection, il
faut attendre que chacune des proprie´te´s le soit.
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Ces expressions des fonctions seuils de re´union et d’intersection de proprie´te´s s’obtiennent natu-
rellement par le jeu d’ine´galite´s e´le´mentaires de probabilite´s.
De´monstration Commenc¸ons par la re´union. Supposons dans un premier temps que e2a(n) 
min1≤i≤m si(n). Ainsi, pour tout 1 ≤ i ≤ m, on a e2a(n)  si(n) et donc la probabilite´ µa,b(Ai)
tend vers 0 quand n→ +∞, par de´finition de la fonction seuil. L’ine´galite´
µa,b(∪mi=1Ai) ≤
m∑
i=1
µa,b(Ai)
nous permet alors d’affirmer qu’il en est de meˆme pour la probabilite´ de la re´union des proprie´te´s
Ai. Inversement, supposons que e2a(n)  min1≤i≤m si(n). Le minimum des fonctions seuils si(n)
sur l’ensemble (fini) {1, . . . , m} est atteint en un indice i0. Par l’hypothe`se (3.2.15), les si(n) sont
toutes de la forme n−d/ki . Ainsi, l’indice i0 est inde´pendant de n et la fonction si0(n) = n−d/ki0
minimise les si(n) pour tout n. Par conse´quent, e2a(n)  si0(n) et la probabilite´ de la proprie´te´
Ai0 , et donc aussi celle de la re´union ∪mi=1Ai, tend vers 1 quand n tend vers l’infini. Finalement,
d’apre`s la De´finition 3.2.2, la quantite´
min
1≤i≤m
si(n) = n
−d/min1≤i≤m ki
est la fonction seuil de la proprie´te´ ∪mi=1Ai.
Le cas de l’intersection des proprie´te´s rele`ve de techniques similaires. Si e2a(n)  max1≤i≤m si(n),
il existe un indice i0 (inde´pendant de n par l’hypothe`se (3.2.15)) tel que e2a(n)  si0(n). Ceci
signifie que la quantite´ µa,b(Ai0) tend vers 0. La probabilite´ de l’intersection ∩mi=1Ai admet donc
la meˆme limite. Supposons maintenant que e2a(n)  max1≤i≤m si(n). Alors, les m proprie´te´s
A1, . . . , Am ont chacune une probabilite´ qui tend vers 1. L’ine´galite´
1−
m∑
i=1
(1− µa,b(Ai)) ≤ µa,b(∩mi=1Ai)
entraıˆne que c’est aussi le cas pour l’intersection ∩mi=1Ai. D’apre`s la De´finition 3.2.2,
max
1≤i≤m
si(n) = n
−d/max1≤i≤m ki
est la fonction seuil de la proprie´te´ ∩mi=1Ai. 
Conside´rons alors une assertion ψ(x) de la bouleB(x, r). Si l’assertion locale ∃x, ψ(x) est in-
satisfiable alors sa probabilite´ est nulle. Dans le cas contraire et lorsque l’indice k(ψ) est non nul,
cette proposition admet une fonction seuil dont l’expression s’obtient tre`s facilement en utilisant
la Proprie´te´ 3.2.3 et le The´ore`me 3.2.1.
Corollaire 3.2.4 Soit ψ(x) une assertion de la bouleB(x, r) telle que l’assertion locale ∃x, ψ(x)
soit satisfiable. Si l’indice k(ψ) de l’assertion ψ(x) est nul alors la probabilite´ de ∃x, ψ(x) tend
vers 1 quand n tend vers l’infini. Sinon, la proprie´te´ ∃x, ψ(x) admet une fonction seuil de la forme
n−d/k(ψ).
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De´monstration L’assertion locale ∃x, ψ(x) e´tant satisfiable, elle est logiquement e´quivalente a`
une disjonction finie de descriptions locales (voir la Section 3.1.2 pour plus de de´tails) :
∃x, ψ(x)↔
∨
D∈D(ψ)
∃x, D(x) .
Si l’indice k(ψ) est nul alors, par de´finition, il existe une description comple`te de D(ψ), disons
D0, dont l’indice k(D0) est nul lui aussi. Sa configuration locale associe´e n’est autre que la confi-
guration locale η0 forme´e uniquement de sommets ne´gatifs. Nous avons de´ja` vu que la probabilite´
de Xn(η0) > 0 tendait vers 1 quand n → +∞, quelle que soit la valeur du potentiel de surface
a(n). Il en va donc de meˆme pour la probabilite´ de la description locale ∃x,D0(x) et pour l’as-
sertion locale ∃x, ψ(x) puisque :
∃x, D0(x) → ∃x, ψ(x) .
Supposons maintenant que k(ψ) > 0. Par de´finition, les indices des descriptions comple`tes for-
mant l’ensembleD(ψ) sont eux aussi non nuls. Les relations (3.2.6) et (3.2.7) affirment alors que
la fonction seuil de la formule ∃x,D(x), D ∈ D(ψ) est n−d/k(D). La Proprie´te´ 3.2.3 donne alors
la fonction seuil de l’assertion locale ∃x, ψ(x) :
min
D∈D(ψ)
n−d/k(D) = n−d/(minD∈D(ψ) k(D)) = n−d/k(ψ) .

3.2.2 Commentaires et simulations
Cette section comporte quelques commentaires concernant l’expression de la fonction seuil de
la proprie´te´ Xn(η) > 0 donne´e par le The´ore`me 3.2.1 et des simulations illustrant ce re´sultat.
Conside´rons une configuration locale η de la bouleB(0, r) ayant au moins un sommet positif, i.e.
telle que k(η) > 0. En d’autres termes, la proprie´te´ Xn(η) > 0 signifie :
“la configuration locale η apparaıˆt quelque part dans le graphe”.
Sa fonction seuil est n−d/k(η). Remarquons tout d’abord qu’elle ne de´pend pas du nombre de
sommet ne´gatifs formant la configuration locale η. Ceci est duˆ au fait que le potentiel de surface
a(n) est suppose´ ne´gatif et que l’on s’inte´resse au cas ou` il tend vers−∞. Il faut alors comprendre
que les sommets sont en tre`s grande majorite´ ne´gatifs et ce seront les quelques groupements de
sommets positifs qui vont re´ellement compter. D’ailleurs, le The´ore`me 3.2.1 s’e´tend aise´ment
par syme´trie a` toute valeur re´elle du potentiel de surface a(n). En particulier, lorsque a(n) tend
vers +∞, c’est du nombre de sommets ne´gatifs de la configuration locale η dont de´pendra sa
pre´sence dans le graphe. Notons pour cela h(η) = |V−(η)| = β(r) − k(η) ce nombre. Toujours
sous l’hypothe`se |b(n)| < b0, le The´ore`me 3.2.1 devient :
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(i) Si e2a(n)k(η)nd → 0 ou si e−2a(n)h(η)nd → 0 alors :
lim
n→+∞
IEa,b[Xn(η)] = 0 et lim
n→+∞
µa,b(Xn(η) > 0) = 0 .
(ii) Si e2a(n)k(η)nd → +∞ et si e−2a(n)h(η)nd → +∞ alors :
lim
n→+∞
IEa,b[Xn(η)] = +∞ et lim
n→+∞
µa,b(Xn(η) > 0) = 1 .
Autrement dit, lorsque le potentiel de surface a(n) tend trop rapidement vers −∞ ou vers +∞
de telle sorte qu’il est difficile pour la mesure µa,b de garantir la pre´sence locale de k(η) sommets
positifs ou de h(η) ne´gatifs, la configuration locale η n’apparaıˆtra pas dans le graphe. En dehors
de ces deux cas extreˆmes, donc pour la plupart des valeurs de a(n), au moins une occurrence de
η sera pre´sente quelque part dans le graphe.
Pour la meˆme raison que pre´ce´demment, i.e. a(n) < 0, la fonction seuil de la proprie´te´Xn(η) > 0
ne de´pend pas non plus du rayon de la boule sur laquelle η est de´finie. Par exemple, si ζ de´signe
la configuration locale de la boule B(0, r + 1) obtenue a` partir de η a` laquelle est rajoute´e une
ceinture de sommets ne´gatifs alors les proprie´te´s Xn(ζ) > 0 et Xn(η) > 0 ont la meˆme fonction
seuil n−d/k(η). Nous de´taillerons cette remarque a` la fin de la Section 3.3.1. Le rayon r est donc
un parame`tre fantoˆme : il ne sert qu’a` assurer le caracte`re local de l’objet η.
Finalement, la fonction seuil de Xn(η) > 0 ne de´pend de η qu’a` travers son nombre k(η) de
sommets positifs. Ceci sous-entend que toutes les configurations locales ayant k(η) sommets po-
sitifs ont la meˆme fonction seuil, inde´pendamment de la ge´ome´trie de son ensemble de sommets
positifs V+(η). L’hypothe`se portant sur le potentiel de paire |b(n)| < b0 est donc tre`s forte. Elle
relativise l’importance des interactions entre les spins des sommets par rapport a` l’action du po-
tentiel de surface a(n). Cet effet apparaıˆt clairement dans la de´monstration du The´ore`me 3.2.1,
pre´cise´ment dans l’obtention de (3.2.8).
Remarquons cependant qu’il paraıˆt possible de controˆler la probabilite´ d’apparition de η dans le
graphe sans pour autant imposer au potentiel de paire b(n) d’eˆtre borne´. Introduisons a` cet effet
la quantite´ Qa,b(η) de´finie par :
Qa,b(η) = sup
σ∈W δB(x,r)
µa,b(I
η
x = 1|σ)
Dans la de´monstration du The´ore`me 3.2.1, l’inde´pendance de Qa,b(η) en le sommet x a e´te´ sou-
ligne´e. De plus, il a e´te´ prouve´ que
µa,b(Xn(η) > 0) ≤ ndQa,b(η)
et que
µa,b(Xn(η) = 0) ≤ e−CndQa,b(η) .
Ainsi, toutes conditions portant sur les potentiels a(n) et b(n) assurant la convergence de la quan-
tite´Qa,b(η) vers 0 ou +∞ impliquent celle de la probabilite´ µa,b(Xn(η) > 0) respectivement vers
0 et 1. Celles explicite´es dans le The´ore`me 3.2.1 conduisent a` un phe´nome`ne de seuil.
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Il s’agit de´sormais d’adopter un point de vue dynamique en interpre´tant les fonctions seuils
des proprie´te´s Xn(η) > 0, η ∈ Cr, comme les moments d’apparition de groupements ou d’amas
de k(η) sommets positifs. Faisons croıˆtre, tel un curseur, le potentiel de surface a(n) depuis −∞
jusqu’a` 0. Au fur et a` mesure que a(n) croıˆt, e2a(n) traverse les fonctions seuils des proprie´te´s
Xn(η) > 0 et des configurations locales avec de plus en plus de sommets positifs apparaissent.
Lorsque e2a(n)  n−d, le potentiel de surface tend trop rapidement vers −∞ pour autoriser ne
serait-ce qu’un sommet a` avoir un spin positif : tous les sommets sont ne´gatifs. Lorsque e2a(n)
est de l’ordre de n−d/2 (voir la Figure 3.4), les configurations locales ve´rifiant k(η) = 1, i.e.
correspondant aux sommets positifs isole´s, sont de´ja` pre´sentes dans le graphe, et ce depuis n−d.
Augmentons encore le curseur a(n) jusqu’a` ce que e2a(n) soit de l’ordre de n−d/3 (voir la Figure
3.5). C’est le moment d’apparition des configurations locales ayant k(η) = 3 sommets positifs :
elles peuvent ou non eˆtre pre´sentes dans le graphe, le The´ore`me 3.2.1 ne pre´cisant pas la situa-
tion dans ce cas pre´cis. Il stipule ne´anmoins que celles ayant 1 ou 2 sommets positifs sont de´ja`
pre´sentes et que celles en ayant 4 n’arriveront qu’apre`s, pre´cise´ment lorsque e2a(n) traversera la
valeur n−d/4 (voir la Figure 3.6).
Dans le but d’e´valuer visuellement l’apparition des sommets positifs (ou pixels noirs), les trois
simulations suivantes sont de taille raisonnable : n = 100. Meˆme si son influence sur le moment
d’apparition des configurations locales est asymptotiquement nulle, le potentiel de paire agit de
manie`re significative a` taille fixe´e et en particulier lorsque celle-ci n’est pas tre`s grande (voir la
Figure 2.2). C’est la raison pour laquelle, nous l’avons choisi faible : b = 0.05.
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FIG. 3.4 – Apparition des configurations locales ayant k(η) = 2 pixels noirs : e2a = n−d/2 (i.e.
a ' −2.3).
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FIG. 3.5 – Apparition des configurations locales ayant k(η) = 3 pixels noirs : e2a = n−d/3 (i.e.
a ' −1.535).
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FIG. 3.6 – Apparition des configurations locales ayant k(η) = 4 pixels noirs : e2a = n−d/4 (i.e.
a ' −1.15).
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D’apre`s le The´ore`me 3.2.1, les configurations locales ayant strictement plus de 4 sommets
positifs ne devraient pas apparaıˆtre dans la Figure 3.6. Ce devrait eˆtre le cas de la configuration
locale ηc de la Figure 3.7 repre´sentant une croix forme´e de 5 sommets positifs. On peut en effet
le ve´rifier visuellement.
FIG. 3.7 – Une configuration locale de la boule de rayon r = 2 (en 4-connexite´) ayant 5 pixels
noirs ou sommets positifs.
La probabilite´ (asymptotique) d’apparition de la configuration locale ηc doit ve´rifier un phe´nome`ne
de seuil : elle doit eˆtre proche de 0 avant la fonction seuil de la proprie´te´ Xn(ηc) > 0 et proche de
1 apre`s. Nous de´sirons mettre en valeur par l’expe´rience le saut de la quantite´ µa,b(Xn(ηc) > 0)
de 0 vers 1. Comme pre´ce´demment, le potentiel de paire est choisi raisonnable (b = 0.05). Le
phe´nome`ne de seuil e´tant asymptotique, il est ne´cessaire de choisir la taille du graphe assez grande
(n = 900). De`s lors la fonction seuil de Xn(ηc) > 0 est atteinte pour un potentiel de surface sa-
tisfaisant
e2a(n) = n−d/5 ,
i.e. a(n) ' −1.36 (avec d = 2). Pour chaque valeur du potentiel a parcourant le segment
[−1.6,−0.8] avec un pas de +0.05 (soit 17 valeurs) 50 re´alisations de la mesure µa,b sont si-
mule´es. Pour chacune d’entre elles, un programme de´termine si la configuration locale ηc y est
pre´sente ou non. La proportion des 50 simulations contenant ηc est reporte´e dans la Figure 3.8 :
une courbe affine par morceaux est obtenue. Remarquons que jusqu’a` a = −1.45, aucune des
50 simulations de µa,b ne contient ηc et qu’a` partir de a = −0.9, elles la contiennent toutes. Le
phe´nome`ne de seuil annonce´ par la the´orie n’est pas tre`s net : il s’e´tale en effet de a = −1.45
a` a = −0.9. Ceci s’explique par le fait que les re´sultats the´oriques sont asymptotiques. Les ex-
pressions “avant” et “apre`s” le seuil, i.e. e2a(n)  n−d/k(ηc) et e2a(n)  n−d/k(ηc), n’ont que peu
de sens a` n fixe´. De plus, le seuil mis en relief par la Figure 3.8 paraıˆt de´cale´ par rapport a` la
valeur attendue du potentiel de surface a(n) ' −1.36. En d’autres termes, la configuration lo-
cale ηc apparaıˆt plus tard que pre´vu. Nous sommes face a` un proble`me global de notre e´tude :
les capacite´s informatiques limitent les simulations du mode`le d’Ising a` des tailles de l’ordre
de n = 103. Or, pour cette taille, le potentiel de surface a(n) satisfaisant e2a(n) = n−2/5, i.e.
a(n) = − log(n)/5, reste proche de 0. Cette valeur du potentiel de surface illustre mal le contexte
the´orique a(n)→ −∞ pour lequel nos re´sultats sont valables.
Terminons cette section en remarquant que seul l’ordre de grandeur nd du cardinal de l’en-
semble de sommets Vn compte dans l’obtention de la fonction seuil de la proprie´te´ Xn(η) > 0.
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FIG. 3.8 – Un graphique repre´sentant la proportion de simulations de µa,b (parmi 50) qui
contiennent la configuration locale ηc en fonction du potentiel de surface a (avec d = 2, b = 0.05
et n = 900).
Soit Un un sous-ensemble de Vn dont le cardinal satisfait
log |Un|
log nd
→ 1 .
Alors, la fonction seuil pour la pre´sence de la configuration locale η dans la restriction du graphe
Gn a` l’ensemble Un sera la meˆme que dans le graphe Gn tout entier. Cet argument implique une
certaine densite´ des occurrences de la configuration locale η ; il y en a partout dans le graphe.
En effet, de`s que e2a(n)  n−d/k(η), tout demi-coˆne Un contiendra au moins une copie de η. Une
autre conse´quence concerne leur nombre Xn(η). En choisissant autant de demi-coˆnes Un deux a`
deux disjoints que ne´cessaire, la variable ale´atoire Xn(η) de´passera tout entier m fixe´ avec une
probabilite´ qui tend vers 1. Ce re´sultat sera de´montre´ dans la prochaine section en s’appuyant
davantage sur des ine´galite´s du type (3.2.10) et (3.2.12) que sur des conside´rations spatiales.
3.2.3 Tentative d’extension a` plusieurs couleurs
En termes d’images, le The´ore`me 3.2.1 certifie la pre´sence ou l’absence d’une sous-image
de taille fixe´e dans une image binaire de taille infinie (tire´e selon la mesure µa,b) en fonction du
potentiel de surface a = a(n). Une question naturelle consiste a` savoir si ce re´sultat s’e´tend au cas
d’images a` plusieurs couleurs. L’ensemble des images enm couleurs serait alors en bijection avec
le nouvel ensemble de configuration {0, . . . , m− 1}Vn : a` chaque sommet ou pixel est attribue´ un
entier compris entre 0 etm−1, sa couleur. C’est par la ne´gative que cette section pre´tend re´pondre
a` la question pre´ce´dente. Plus que les techniques probabilistes mises en jeu dans la Section 3.2.1,
c’est la notion de seuil qui fera re´ellement de´faut.
Il n’est pas ne´cessaire d’introduire un mode`le de de´pendance entre les sommets repre´sentant
nos images a` m couleurs (tel que la FK-percolation ou le mode`le de Potts) puisque des proble`mes
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interviendront de´ja` dans le cas inde´pendant et pour seulementm = 3 couleurs. Dans cette section,
l’ensemble des images a` 3 couleurs Xn = {0, 1, 2}Vn est muni de la mesure de probabilite´ µp0,p1
de´finie par :
∀σ ∈ Xn, µp0,p1(σ) =
∏
i=0,1,2
p
|{x, σ(x)=i}|
i , (3.2.16)
ou` les pi sont lie´s par la relation p0 + p1 + p2 = 1. En d’autres termes, a` chaque sommet est
attribue´ la valeur 0, 1 ou 2 respectivement avec probabilite´ p0, p1 ou p2 = 1 − p0 − p1, et ce de
manie`re inde´pendante. La relation p0 + p1 + p2 = 1 liant les re´els p0, p1 et p2 fait que la mesure
de´finie par (3.2.16) ne de´pend re´llement que de deux d’entre eux, par exemple p0 et p1. C’est
pourquoi le parame`tre p2 est omis de l’e´criture µp0,p1 , ainsi que de son espe´rance IEp0,p1 .
La plupart des notations introduites auparavant sont conserve´es, notamment la structure de graphe
ainsi que la distance dist. Soit η une configuration locale de la boule B(0, r). Notons k0, k1 et
k2 = β(r)−k0−k1 respectivement le nombre de sommets deB(0, r) ayant la valeur 0,1 et 2. Nous
les supposerons strictement positifs. Notons, par analogie avec les sections ante´rieures, Xn(η) le
nombre d’occurrences de η dans le graphe. A la diffe´rence du cas ge´ne´ral (b non ne´cessairement
nul), son espe´rance contre la mesure µp0,p1 se calcule explicitement :
IEp0,p1[Xn(η)] = nd p
k0
0 p
k1
1 p
k2
2 .
Toutefois, les variables indicatrices Iηx (de loi de Bernoulli de parame`tre pk00 pk11 pk22 ) ne sont pas
inde´pendantes : penser aux indicatrices Iηx et Iηx dont les boulesB(x, r) etB(y, r) se chevauchent.
Les parame`tres p0, p1 ou p2 vont de´pendre de la taille n. Dans la Section 3.2.1, le controˆle uni-
forme en σδB(x,r) de la quantite´ ndµa,b(Iηx = 1|σδB(x,r)) nous donnait la limite de la probabilite´
pour Xn(η) d’eˆtre positive. C’est encore vrai avec plusieurs couleurs a` ceci pre`s que dans le cas
inde´pendant la probabilite´ conditionnelle pre´ce´dente n’est autre que l’espe´rance de Xn(η).
Proposition 3.2.5 Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes :
(i) si IEp0,p1[Xn(η)]→ 0 alors µp0,p1(Xn(η) > 0)→ 0 ;
(ii) si IEp0,p1[Xn(η)]→ +∞ alors µp0,p1(Xn(η) > 0)→ 1.
Les arguments permettant de de´montrer ce re´sultat ont de´ja` e´te´ pre´sente´s et utilise´s. La de´monstration
suivante sera donc tre`s succinte. La comparaison de cette de´monstration avec celle du The´ore`me
3.2.1 souligne la difficulte´ issue de la de´pendance entre les sommets.
De´monstration La partie (i) repose sur le fait que la probabilite´ µp0,p1(Xn(η) > 0) est majore´e
par l’espe´rance de Xn(η).
Passons au (ii). Nous ferons encore une fois appel au sous-ensemble de sommets Tn et a` la
variable X˜n(η), tous deux introduits lors de la de´monstration du The´ore`me 3.2.1. Il suffit de
montrer que µp0,p1(X˜n(η) = 0) tend vers 0 quand n tend vers l’infini. C’est tre`s simple dans le cas
inde´pendant puisque X˜n(η) suit la la loi binomiale de parame`tres τn et p0(n)k0p1(n)k1p2(n)k2 :
µp0,p1(X˜n(η) = 0) =
(
1− p0(n)k0p1(n)k1p2(n)k2
)τn
≤ exp {−τnp0(n)k0p1(n)k1p2(n)k2}
≤ exp {−C ′IEp0,p1[Xn(η)]} ,
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en utilisant le fait que τn ≥ C ′nd. 
La syme´trie p < 1/2 e´tait lie´e au cas binaire. Avec plusieurs couleurs, il nous faudra e´tudier la
quantite´ µp0,p1(Xn(η) > 0) pour toute valeur du triplet (p0, p1, p2) ∈]0, 1[3. Dans le cas binaire,
lorsque p(n) tendait trop rapidement vers 0 ou vers 1, aucune copie de η n’apparaissait dans le
graphe. Ce re´sultat subsiste dans le cas de plusieurs couleurs.
Proposition 3.2.6 Supposons qu’il existe un indice i ∈ {0, 1, 2} tel que :
pi(n) n−d/ki ou 1− pi(n) n−d/(β(r)−ki) .
Alors, la probabilite´ µp0,p1(Xn(η) > 0) tend vers 0 quand n tend vers +∞.
De´monstration Dans un premier temps, supposons par exemple que p0(n) n−d/k0 . Alors :
IEp0,p1[Xn(η)] = n
dp0(n)
k0p1(n)
k1p2(n)
k2 ≤ ndp0(n)k0
qui tend vers 0 lorsque n→ +∞. On conclut par la Proposition 3.2.5.
Passons a` la deuxie`me alternative. Supposons par exemple que 1 − p2(n)  n−d/(β(r)−k2). Ceci
implique que la quantite´
nd × (p0(n) + p1(n))k0+k1 = nd
k0+k1∑
l=0
(
k0 + k1
l
)
p0(n)
lp1(n)
k0+k1−l
tend vers 0. La somme ci-dessus e´tant finie et a` termes positifs, on en de´duit que chacun de ses
termes tend vers 0. En particulier pour l = k0 il vient :
lim
n→+∞
ndp0(n)
k0p1(n)
k1 = 0 .
Or, cette dernie`re quantite´ majore l’espe´rance de Xn(η). On conclut une fois de plus par la Pro-
position 3.2.5. 
Les Propositions 3.2.5 et 3.2.6 nous portent a` croire que l’extension a` 3 couleurs est possible.
Nous venons en effet de distinguer une zone de non-apparition de la configuration locale η (voir
la Figure 3.9).
Il conviendrait alors de prouver que lorsque
∀i = 0, 1, 2, pi(n) n−d/ki et 1− pi(n) n−d/(β(r)−ki) (3.2.17)
alors avec une probabilite´ qui tend vers 1, η est pre´sente dans le graphe. Il est facile de ve´rifier que
c’est vrai lorsqu’un seul des 3 parame`tres p0, p1 et p2 tend vers 0. Malheureusement, cela devient
faux lorsque deux des pi tendent simultane´ment vers 0. Cette e´ventualite´ est intrinse`quement
lie´e aux cas des images a` (au moins) 3 couleurs pour lesquelles il y a (au moins) 2 parame`tres
a` controˆler. De`s lors, la situation peut-eˆtre complexe ; il n’y a plus deux zones distinctes (une
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FIG. 3.9 – Le triangle repre´sente l’ensemble des triplets (p0, p1, p2) dont la somme est e´gale a`
1. Une zone de non-apparition de la configuration locale η est de´limite´e selon les conditions de
la Proposition 3.2.6. Le triplet (p0(n), p1(n), p2(n)) tel que p0(n) = n−dε/k et p1(n) = n−dε
′/k
avec 0 < ε, ε′ < 1, ε′ < 1/2 et k0 = k1 = k n’appartient pas a` cette zone. Ses deux premie`res
coordonne´es tendent toute fois vers 0.
zone d’apparition de η et une zone de non-apparition de η) se´pare´es par une “courbe seuil”.
Nous allons en effet exhiber deux triplets (p0(n), p1(n), p2(n)) satisfaisant (3.2.17) tels que la
probabilite´ µp0,p1(Xn(η) > 0) tende vers 1 pour le premier et vers 0 pour le second.
Posons que k0 = k1 = k > 0 et p0(n) = n−dε/k, p1(n) = n−dε
′/k ou` ε et ε′ sont des re´els
strictement positifs. Les deux parame`tres p0(n) et p1(n) tendent donc vers 0. On a par conse´quent
1 − p0(n)  n−d/(β(r)−k0), 1 − p1(n)  n−d/(β(r)−k1) et meˆme p2(n)  n−d/k2 puisque, la
somme des pi valant 1, le parame`tre p2(n) tend donc ne´cessairement vers 1. Les conditions ε < 1
et ε′ < 1 impliquent que p0(n)  n−d/k0 et que p1(n)  n−d/k1 . Il ne reste plus qu’une seule
condition a` ve´rifier :
nd(1− p2(n))β(r)−k2 = nd(p0(n) + p1(n))k0+k1
= nd
(
n−dε/k + n−dε
′/k
)2k
= nd(1−2ε
′)
(
n
d
k
(ε′−ε) + 1
)2k
≥ nd(1−2ε′) ,
qui tend vers +∞ de`s que ε′ < 1/2. En re´sume´, le triplet (p0(n), p1(n), p2(n)) pour lequel
p0(n) = n
−dε/k et p1(n) = n−dε
′/k avec 0 < ε, ε′ < 1 et ε′ < 1/2, satisfait les 6 conditions de
(3.2.17) (voir la Figure 3.9).
Concentrons-nous alors sur la probabilite´ d’apparition de la configuration locale η dans le graphe :
µp0,p1(Xn(η) > 0). Nous allons montrer qu’elle tend vers 1 si ε+ ε′ < 1 et vers 0 si ε+ ε′ > 1.
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Puisque p2(n) tend vers 1, il est supe´rieur a` 1/2 a` partir d’un certain rang. Ainsi :
IEp0,p1[Xn(η)] ≥ nd2−k2p0(n)k0p1(n)k1
≥ 2−k2nd(1−ε−ε′) ,
qui tend vers +∞ de`s que ε+ ε′ < 1. La Proposition 3.2.5 entraıˆne alors que µp0,p1(Xn(η) > 0)
tend vers 1. Paralle`lement, on peut e´crire :
IEp0,p1[Xn(η)] ≤ ndp0(n)k0p1(n)k1
≤ nd(1−ε−ε′) ,
qui tend vers 0 de`s que ε+ε′ > 1. La Proposition 3.2.5 entraıˆne alors que µp0,p1(Xn(η) > 0) tend
cette fois vers 0.
3.3 Loi du 0-1 a` potentiels variables
Dans la Section 3.3.1, le comportement asymptotique du nombre de copies de la configura-
tion locale η sera pre´cise´ : la Proposition 3.3.1 stipule que la variable ale´atoire Xn(η) converge
en probabilite´ vers +∞ lorsque e2a(n)  n−d/k(η). Ce re´sultat sera utile dans l’obtention de la
fonction seuil des formules locales basiques (voir la Proposition 3.3.3 de la Section 3.3.2). La loi
du 0-1 (The´ore`me 3.3.4) s’en de´duira alors aise´ment.
3.3.1 Comportement asymptotique de Xn(η)
Soit η une configuration locale de la boule B(0, r) ayant k(η) > 0 sommets positifs et sup-
posons le potentiel de paire b(n) borne´. D’apre`s le The´ore`me 3.2.1, si e2a(n)  n−d/k(η) alors la
variable Xn(η) converge en probabilite´ vers 0. Au contraire, si e2a(n)  n−d/k(η) alors au moins
une copie de η sera asymptotiquement pre´sente dans le graphe :
lim
n→+∞
µa,b(Xn(η) > 0) = 1 .
La Proposition 3.3.1 va pre´ciser la situation.
Proposition 3.3.1 Supposons que pour tout n, a(n) < 0 et qu’il existe une constante b0 > 0 telle
que |b(n)| < b0. Si de plus e2a(n)  n−d/k(η) alors Xn(η) converge en probabilite´ vers +∞.
De´monstration Il s’agit de montrer que, pour tout entierm, la probabilite´ pour queXn(η) de´passe
m tend vers 1 quand n tend vers l’infini :
∀m, lim
n→+∞
µa,b(Xn(η) > m) = 1 .
Pour ce faire, nous re´utiliserons quelques objets et notations de la de´monstration du The´ore`me
3.2.1, notamment le sous-ensemble de sommets Tn, de cardinal τn, et la variable ale´atoire X˜n(η)
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comptant le nombre de copies de la configuration locale η apparaissant sur les boules de centre
un e´le´ment de Tn. Puisque X˜n(η) ≤ Xn(η), il suffit de montrer que, pour tout entier m,
lim
n→+∞
µa,b(X˜n(η) ≤ m) = 0 . (3.3.18)
Au cours de la de´monstration du The´ore`me 3.2.1, nous avons constate´ d’une part que les e´ve´nements
Iηx = 1 et I
η
x′ = 1, x, x
′ ∈ Tn, e´taient inde´pendants conditionnellement a` la tribuF(δTn) et d’autre
part, que les variables µa,b(Iηx = 1|F(δTn)) e´taient borne´es, uniforme´ment en x ∈ Tn. La limite
(3.3.18) et donc e´galement la Proposition 3.3.1 reposent sur ces deux remarques. En effet, la
distribution de X˜n(η) conditionnellement a` F(δTn) peut s’interpre´ter comme la somme de τn
indicatrices inde´pendantes, identiquement distribue´es et dont la probabilite´ de valoir 1 ve´rifie :
lim
n→+∞
τn × µa,b (Iηx = 1|F(σ)) = +∞ ,
uniforme´ment en la configuration σ sur δTn.
Plus pre´cise´ment, il a e´te´ de´montre´ qu’il existait des constantes K ∈ R et C > 0 telles que pour
tout sommet x et pour toute configuration σ ∈W δB(x,r), on ait :
e2a(n)k(η)−K ≥ µa,b(Iηx = 1|σ) ≥ Ce2a(n)k(η) . (3.3.19)
Soient 0 ≤ l ≤ m et σ ∈W δTn . L’utilisation de (3.2.13) et (3.2.14) permet d’e´crire la probabilite´
conditionnelle µa,b(X˜n(η) = l|σ) de la manie`re suivante :
µa,b(X˜n(η) = l|σ) =
∑
x1,...,xl∈Tn
l∏
i=1
µa,b(I
η
xi
= 1|σδB(xi,r))
∏
x∈Tn
x 6=x1,...,xl
(
1− µa,b(Iηx = 1|σδB(x,r))
)
.
Les ine´galite´s (3.3.19) donnent alors :
µa,b(X˜n(η) = l|σ) ≤
(
τn
l
)
el(2a(n)k(η)−K)
(
1− Ce2a(n)k(η))τn−l
≤ τ
l
n
l!
el(2a(n)k(η)−K)e−(τn−l)Ce
2a(n)k(η)
.
Enfin, le cardinal de l’ensemble Tn satisfaisant C ′nd ≤ τn ≤ nd, C ′ e´tant une constante stricte-
ment positive, on obtient une nouvelle majoration :
µa,b(X˜n(η) = l|σ) ≤ e
−lK
l!
(
nde2a(n)k(η)
)l
e−(C
′nd−l)Ce2a(n)k(η)
≤ e
l(C−K)
l!
θlne
−C′θn ,
ou` θn est simplement la quantite´ nde2a(n)k(η). Comme par hypothe`se θn tend vers +∞, la proba-
bilite´ conditionnelle µa,b(X˜n(η) = l|σ) tend vers 0 et il en va de meˆme pour µa,b(X˜n(η) ≤ m|σ).
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De plus, cette convergence est uniforme en la configuration σ ∈ W δTn . C’est ce point essentiel
qui nous permet de passer a` l’espe´rance et d’obtenir la limite de´sire´e (3.3.18) :
µa,b(X˜n(η) ≤ m) = IEa,b
[
µa,b
(
X˜n(η) ≤ m|F(δTn)
)]
→ 0 .

Soit R ≥ r. La couronne C(x, r, R) est l’ensemble des sommets de´fini par :
C(x, r, R) = {y ∈ Vn, r < dist(y, x) ≤ R} .
Conside´rons alors la configuration locale note´e ζ de la boule B(0, R) obtenue a` partir de η a`
laquelle est rajoute´e une couronne de sommets ne´gatifs.
ζ(x) =
{
η(x) si x ∈ B(0, r) ,
−1 si x ∈ C(0, r, R) .
Les configurations locales η et ζ ont le meˆme nombre de sommets positifs : k(η) = k(ζ). Les
proprie´te´s Xn(η) > 0 et Xn(ζ) > 0 ont donc la meˆme fonction seuil n−d/k(η). Supposons par
ailleurs que le potentiel de surface satisfasse e2a(n)  n−d/k(η). D’apre`s la Proposition 3.3.1, le
graphe contient autant de copies de η et de ζ que l’on de´sire. De plus, la re´alisation de ζ en une
boule B(x,R) implique celle de η en B(x, r) :
Iζx = 1 ⇒ Iηx = 1 ,
la re´ciproque e´tant fausse en ge´ne´ral. Par conse´quent, parmi toutes les copies de η pre´sentes dans
le graphe, il y en a autant que l’on veut qui soient chacunes aussi isole´es que l’on veut, i.e. cerne´es
par une couronne C(x, r, R) de sommets ne´gatifs. En particulier, il y en a autant que l’on veut qui
soient chacune aussi e´loigne´e que l’on veut de toutes autres copies de η. Cette remarque est
fausse pour deux copies quelconques de η. En effet, deux occurrences de la configuration locale
η peuvent meˆme se chevaucher, i.e. se re´aliser sur des boules non disjointes, si le potentiel de
surface a(n) le permet.
En plus de e2a(n)  n−d/k(η), nous supposerons que a(n) n’est pas trop grand, concre`tement
e2a(n)  n−d/(k(η)+1). Observons alors que sous ces hypothe`ses, l’ine´galite´ (toujours vraie)
Xn(ζ) ≤ Xn(η) devient avec une probabilite´ qui tend vers 1 une e´galite´. Notons CηR l’ensemble
des configurations locales de la bouleB(0, R) dont la restriction a` la bouleB(0, r) est exactement
η. La configuration ζ de´finie plus haut est le seul e´le´ment de CηR ayant k(ζ) = k(η) sommets posi-
tifs. L’e´ve´nement Xn(η) > Xn(ζ) implique la re´alisation localise´e d’au moins k(η)+ 1 sommets
positifs :
Xn(η) > Xn(ζ) ⇒
⋃
ζ′∈CηR\{ζ}
{Xn(ζ ′) > 0} .
Soit ζ ′ ∈ CηR \ {ζ}. La fonction seuil de la proprie´te´ Xn(ζ ′) > 0 est n−d/k(ζ′) et, par la Proprie´te´
3.2.3, celle de la re´union ⋃
ζ′∈CηR\{ζ}
{Xn(ζ ′) > 0}
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vaut
min
ζ′∈CηR\{ζ}
n−d/k(ζ
′) = n−d/(k(ζ)+1) .
Puisque e2a(n)  n−d/(k(η)+1), la probabilite´
µa,b(Xn(η) > Xn(ζ)) ≤ µa,b
 ⋃
ζ′∈Cη
R
\{ζ}
{Xn(ζ ′) > 0}

tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Finalement, sous les hypothe`ses n−d/k(η)  e2a(n) 
n−d/(k(η)+1), deux occurrences quelconques de η sont aussi e´loigne´es l’une de l’autre que l’on
veut. Dans la Section 4.4, nous e´tudierons plus en de´tail cette situation.
Nous venons en particulier de montrer que tout groupement d’au moins k(η)+1 sommets positifs
est asymptotiquement improbable de`s que e2a(n)  n−d/(k(η)+1). Cet argument fera l’objet du
Lemme 4.1.1 et sera a` la base de la plupart des re´sultats du Chapitre 4.
3.3.2 Fonction seuil d’une formule locale basique
Conside´rons m assertions locales ∃x, ψi(x), i = 1, . . . , m de fonctions seuils respectives
n−d/k(ψi). D’apre`s la Proprie´te´ 3.2.3, leur conjonction
Ψ ↔ ∃x1 . . .∃xm
∧
1≤i≤m
ψi(xi)
admet pour fonction seuil la quantite´ n−d/maxi k(ψi). En imposant aux boules B(xi, r) d’eˆtre deux
a` deux disjointes, on fait de la proposition Ψ une formule locale basique. La Proposition 3.3.3
affirme que cette ope´ration ne modifie pas sa fonction seuil. C’est dans cette optique qu’est de´fini
l’indice d’une formule locale basique.
Definition 3.3.2 Soit L la formule locale basique de´finie par :
∃x1 . . .∃xm
( ∧
1≤i<j≤m
dist(xi, xj) > 2r
)
∧
( ∧
1≤i≤m
ψi(xi)
)
. (3.3.20)
Si L n’est pas satisfiable, nous poserons k(L) = +∞. Supposons que L est satisfiable. Pour
chaque i = 1, . . . , m, notons
D(ψi) = {Di,1, . . . , Di,di} (3.3.21)
l’ensemble de de´finition de l’assertion ψi. L’indice de la formule locale basique L, note´ k(L), est
de´fini par :
k(L) = max
1≤i≤m
min
1≤j≤di
k(Di,j) . (3.3.22)
Le cas d’une formule locale basique insatisfiable n’a que peu d’inte´reˆt. Sa probabilite´ est tou-
jours nulle. Dans le cas contraire, la Proposition 3.3.3 fournit sa fonction seuil :
66 - Chapitre3 -
Proposition 3.3.3 Supposons que pour tout n, a(n) < 0 et qu’il existe une constante b0 > 0
telle que |b(n)| < b0. Soit L une formule locale basique satisfiable. Si son indice k(L) est nul, sa
probabilite´ tend vers 1. Sinon, L admet une fonction seuil de la forme n−d/k(L).
De´monstration Conside´rons la formule locale basique de´finie par (3.3.20). Par de´finition d’une
fonction seuil, il s’agit de prouver que la probabilite´ de la formule locale basique L tend vers
0 lorsque e2a(n)k(L)nd tend vers 0 (ce cas sous-entend que son indice k(L) est non nul), et
qu’elle tend vers 1 lorsque e2a(n)k(L)nd tend vers +∞. Commenc¸ons par la premie`re alternative.
De´composons la proposition L a` l’aide des descriptions comple`tes Di,j (voir (3.3.21)) :
L ↔ ∃x1 . . .∃xm
( ∧
1≤i<j≤m
dist(xi, xj) > 2r
)
∧
( ∧
1≤i≤m
∨
1≤j≤di
Di,j(xi)
)
.
Il existe un indice i0 ∈ {1, . . . , m} tel que k(L) = k(ψi0) > 0. Par le Corollaire 3.2.4, la fonction
seuil de ∃x, ψi0(x) est n−d/k(ψi0 ). Si e2a(n)k(L)nd tend vers 0, i.e. si e2a(n)  n−d/k(ψi0 ) alors la
probabilite´ de cette assertion locale tend vers 0. L’implication logique
L → ∃x, ψi0(x)
entraıˆne que µa,b(L) tend elle aussi vers 0.
Inversement, pour chaque 1 ≤ i ≤ m, choisissons une description comple`te, disons Di, apparte-
nant a` D(ψi) d’indice minimal, i.e. satisfaisant k(Di) = k(ψi). Par de´finition, l’indice k(L) de la
formule locale basique L est simplement e´gal au maximum des k(Di), i = 1, . . . , m.
Une fois de plus, l’ensemble de sommets Tn introduit dans la de´monstration du The´ore`me 3.2.1
(voir la Figure 3.3) sera utilise´. La proposition L′ suivante
L
′ ↔ ∃x1 . . .∃xm
( ∧
1≤i≤m
xi ∈ Tn
)
∧
( ∧
1≤i<j≤m
xi 6= xj
)
∧
( ∧
1≤i≤m
Di(xi)
)
implique la formule locale basique L. Pour i = 1, . . . , m, conside´rons la configuration locale
ηi ∈ Cr de la boule B(0, r) associe´e a` la description comple`te Di. Notons X˜n(ηi) la variable
ale´atoire comptant les occurrences de ηi apparaissant sur des boules centre´es en les sommets de
Tn :
X˜n(ηi) =
∑
x∈Tn
Iηix .
Que les descriptions comple`tes Di (ou les configurations locales associe´es ηi) soient deux a` deux
diffe´rentes ou non (voire meˆme toutes e´gales), l’e´ve´nement
m∧
i=1
{
X˜ηin ≥ m
}
implique la proposition L′ et donc e´galement la formule locale basique L. Sous l’hypothe`se
e2a(n)k(L)nd → +∞, il s’agit donc de montrer que sa probabilite´ tend vers 1, ou ce qui revient au
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meˆme que celle de chaque e´ve´nement X˜ηin ≥ m tend vers 1. Fixons donc un tel indice i. Puisque
k(Di) ≤ k(L), la quantite´ e2a(n)k(Di)nd tend elle aussi vers +∞ (a(n) est ne´gatif). Les condi-
tions d’application de la Proposition 3.3.1 sont donc re´unies. Il a justement e´te´ prouve´ lors de sa
de´monstration que :
lim
n→+∞
µa,b(X˜
ηi
n ≥ m) = 1 .

La Proposition 3.3.3 affirme qu’a` condition que le potentiel de surface a(n) (ou plutoˆt e2a(n))
e´vite les fonctions du type n−d/k, ou` k ∈ N∗, la probabilite´ de toute formule locale basique tend
vers 0 ou 1. Par la Proposition 3.1.9, i.e. en utilisant le the´ore`me de Gaifman (The´ore`me 3.1.8), il
en va de meˆme pour toute formule de la logique du premier ordre. C’est la loi du 0-1 a` potentiels
de surface et de paire variables.
The´ore`me 3.3.4 Supposons que pour tout n, a(n) < 0 et qu’il existe une constante b0 > 0 telle
que |b(n)| < b0. Si
∀k = 1, 2, . . . , lim
n→+∞
e2a(n)n
d
k = 0 ou +∞ ,
alors pour toute formule A ∈ L1(R) de la logique du premier ordre
lim
n→+∞
µa,b(A) = 0 ou 1 .
Ce re´sultat s’interpre`te d’un point de vue dynamique comme suit. Lorsqu’on augmente gra-
duellement le potentiel de surface a(n) depuis−∞ jusqu’a` 0, on voit apparaıˆtre dans le grapheGn
de nouvelles proprie´te´s uniquement lorsque e2a(n) traverse les fonctions seuils n−d/k. En dehors
de ces fonctions seuils et en ce qui concerne la logique du premier ordre, il ne se passe rien.
Le The´ore`me 3.3.4 est l’analogue de la loi du 0-1 de Shelah et Spencer [71] pour les graphes
ale´atoires : si p(n) = n−α, ou` α est irrationnel alors, pour toute formule de la logique du premier
ordre A,
lim
n→+∞
IP(G(n, p(n)) ve´rifie A) = 0 ou 1 ,
la notation usuelle G(n, p) de´signant le mode`le probabiliste du graphe ale´atoire a` n sommets et
dans lequel chaque areˆte apparaıˆt avec probabilite´ p, inde´pendamment les unes des autres (voir
par exemple [74]). Cette loi du 0-1 utilise un re´sultat de logique ante´rieur au The´ore`me 3.1.8 et
e´galement duˆ a` Gaifman [32]. Celui-ci fait intervenir une nouvelle cate´gorie de formules : les ex-
tensions. Il dit que toute proposition de la logique du premier ordre ou son contraire est implique´e
par une conjonction finie d’extensions. Sa de´monstration est base´e sur le jeu d’Ehrenfeucht [25]
(voir [23] p. 44 et [74] p. 318 pour le cas des graphes). Par conse´quent, la loi du 0-1 est vraie de`s
que la probabilite´ de toute extension tend vers 1. Shelah et Spencer prouvent que cette condition
suffisante est satisfaite lorsque p(n) = n−α, α /∈ Q (voir [71] mais aussi [72, 73] et [74] p. 315).
Dans notre mode`le (cf. Section 3.1.1), cette condition n’est pas satisfaite. En effet, certaines ex-
tensions sont insatisfiables et donc de probabilite´ nulle. Le the´ore`me de Gaifman de 1964 [32]
n’est donc plus d’aucune utilite´. C’est la raison pour laquelle nous avons eu recours dans notre
e´tude a` un second re´sultat de Gaifman [33], datant de 1982, qui, plus qu’une implication, fournit
une e´quivalence logique pour toute formule de la logique du premier ordre.
Chapitre 4
Approximations poissonniennes
Le chapitre pre´ce´dent a eu pour objet l’e´tude de la pre´sence d’une configuration locale η
donne´e dans le graphe Gn. Un phe´nome`ne de seuil pour la proprie´te´ Xn(η) > 0 a e´te´ exhibe´ :
lorsque e2a(n)nd/k(η) → 0, sa probabilite´ tend vers 0 et lorsque e2a(n)nd/k(η) → +∞, elle tend
vers 1. Il a meˆme e´te´ de´montre´ que dans ce dernier cas le nombre de copies Xn(η) convergeait en
probabilite´ vers +∞. Naturellement, nous aimerions de´sormais savoir ce qui se passe a` la fonc-
tion seuil, i.e. lorsque le rapport e2a(n)nd/k(η) tend vers vers une constante c > 0. La configuration
locale η est-elle pre´sente dans le graphe ? Avec quelle probabilite´ ? Autrement dit, que peut-on
dire de la loi de la variable Xn(η) ?
Dans ce chapitre, nous re´pondrons pre´cise´ment a` ces questions. Le comportement asymptotique
du nombre de copies de la configuration locale η sera e´tudie´ dans la Section 4.2 : la variable
ale´atoire Xn(η) converge en loi vers une loi de Poisson (The´ore`me 4.2.1). La vitesse a` laquelle
s’effectue cette convergence sera mesure´e dans la Section 4.3 en termes de distance en varia-
tion totale. Les re´sultats de ces deux sections ont fait l’objet d’un article soumis [11]. Nous nous
sommes inte´resse´ dans la Section 4.4 a` savoir a` quelle distance d’une occurrence fixe´e de η se
trouvaient les plus proches sommets positifs. Enfin, des re´sultats supple´mentaires concernant le
cas inde´pendant (b = 0), notamment une approximation poissonnienne pour les formules locales
basiques, sont expose´s dans la Section 4.5.
La majorite´ des de´monstrations de ce chapitre repose sur un re´sultat essentiel (Proposition 4.1.3)
auquel la Section 4.1 est consacre´e. C’est un controˆle de la probabilite´ conditionnelle µa,b(Iηx =
1|F(δB(x, r))) faisant intervenir le pe´rime`tre γ(η) de la configuration locale η a` travers le po-
tentiel de paire b. C’est pourquoi ce dernier sera suppose´ fixe´ durant tout ce chapitre. Ainsi, seul
le potentiel de surface sera autorise´ a` de´pendre de la taille n du graphe. Dans le but d’alle´ger les
e´critures, la mesure de Gibbs µa(n),b sera note´e µa,b.
4.1 Controˆle de la probabilite´ conditionnelle
Conside´rons dore´navant une configuration locale η de la boule B(0, r), r > 0 ayant au moins
un sommet positif, i.e k(η) > 0. Le cas particulier (et ininte´ressant) de la configuration locale η0
forme´e uniquement de sommets ne´gatifs a e´te´ traite´ dans la Section 3.2. La proprie´te´ Xn(η) > 0
admet une fonction seuil de la forme n−d/k(η) (The´ore`me 3.2.1). Plac¸ons-nous a` cette fonction
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seuil : choisissons le potentiel de surface a(n) de telle sorte qu’il existe une constante c strictement
positive telle que, pour tout n, on ait l’e´galite´
e2a(n) = cn−d/k(η) . (4.1.1)
Sous cette hypothe`se, la quantite´ e2a(n)nd/k(η) admet donc une limite strictement positive quand
n tend vers l’infini, la constante c. Autrement dit, par l’interme´diaire de l’hypothe`se (4.1.1), nous
venons de zoomer sur la fonction seuil de la proprie´te´ Xn(η) > 0, ceci dans le but d’e´tudier en
de´tail le moment d’apparition de la configuration locale η. L’ope´ration inverse (un zoom arrie`re)
consisterait a` faire tendre la constante c vers +∞ ou vers 0 et re´cupe´rer ainsi les cas de´ja` e´tudie´s
e2a(n)  n−d/k(η) et e2a(n)  n−d/k(η).
Une des conse´quences du The´ore`me 3.2.1 qui a e´te´ largement commente´e durant le Chapitre 3
est la suivante. Lorsque le potentiel de surface a(n) satisfait (4.1.1), aucune configuration locale
avec strictement plus de k(η) sommets positifs n’est asymptotiquement pre´sente dans le graphe.
C’est en ce sens qu’il faut comprendre le prochain re´sultat.
Lemme 4.1.1 Soit ζ une configuration locale de B(0, R), avec R ≥ r. Sous l’hypothe`se (4.1.1),
il existe une constante M1 > 0 telle que pour tout n, pour tout sommet x ∈ Vn et pour toute
configuration σ ∈ Xn, on ait
ndµa,b(I
ζ
x = 1|σδB(x,R)) ≤M1e2a(n)(k(ζ)−k(η)) , (4.1.2)
et
IEa,b[Xn(ζ)] ≤M1e2a(n)(k(ζ)−k(η)) . (4.1.3)
Le Lemme 4.1.1 pre´cise que, sous l’hypothe`se (4.1.1), le nombre moyen d’occurrences d’une
configuration locale ζ tend d’autant plus vite vers 0 que son nombre de sommets positifs k(ζ)
est supe´rieur a` k(η). Sa de´monstration provient de l’ine´galite´ (3.2.10) obtenue dans le chapitre
pre´ce´dent, reposant sur l’utilisation de la notion d’e´nergie locale.
De´monstration Fixons un sommet x et une configuration σ. La relation (3.2.10) affirme qu’il
existe une constante K ne de´pendant que du potentiel de paire b et du rayon R telle que :
µa,b(I
ζ
x = 1|σδB(x,R)) ≤ e2a(n)k(ζ)−K .
Par conse´quent, l’hypothe`se (4.1.1) implique la premie`re ine´galite´ du lemme (relation (4.1.2)) :
ndµa,b(I
ζ
x = 1|σδB(x,R)) ≤ nde2a(n)k(η)−Ke2a(n)(k(ζ)−k(η))
≤ ck(η)e−Ke2a(n)(k(ζ)−k(η)) ,
en posant M1 = ck(η)e−K . La constanteM1 est positive et ne de´pend pas de la taille n du graphe ;
elle ne de´pend en fait que des parame`tres c et b, du rayonR et du nombre k(η) de sommets positifs
de la configuration locale η.
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Enfin, remarquons que l’ine´galite´ (4.1.2) est uniforme en la configuration sur δB(x,R). Elle
s’applique donc a` la variable ale´atoire ndµa,b(Iζx = 1|F(δB(x,R))) et a` son espe´rance
IEa,b[ndµa,b(Iζx = 1|F(δB(x,R)))] = IEa,b[Xn(ζ)] ,
d’ou` (4.1.3). 
Le Lemme 4.1.1 est fondamental. Il constituera un outil pre´cieux dans toute notre e´tude :
les deux autres re´sultats de cette section l’utilisent de´ja`. En effet, il permet de supposer que la
configuration locale η est propre (Lemme 4.1.2) et ainsi d’expliciter la limite de IEa,b[Xn(η)]
(Proposition 4.1.3).
Notons η˚ la configuration locale de la boule B(0, r + 1), construite a` partir de η de la manie`re
suivante :
η˚(x) =
{
η(x) si x ∈ B(0, r) ,
−1 si dist(x, 0) = r + 1 .
La configuration locale η˚ est propre (cf. De´finition 2.4.4). Elle a de plus le meˆme nombre de
sommets positifs que η : k(η˚) = k(η). Les proprie´te´s Xn(η) > 0 et Xn(η˚) > 0 ont donc la
meˆme fonction seuil n−d/k(η). Sous l’hypothe`se (4.1.1), le The´ore`me 3.2.1 affirme que, si une
copie de η apparaıˆt sur la boule B(x, r) alors, avec une probabilite´ qui tend vers 1, tous les
sommets a` distance r + 1 de x auront des spins ne´gatifs. Les variables Xn(η) et Xn(η˚) seront
donc asymptotiquement e´gales. En d’autres termes, le fait de supposer la configuration locale η
propre (en augmentant le rayon r d’une unite´) ne change pas le comportement asymptotique de
Xn(η). C’est le sens du lemme suivant, dans lequel nous noterons par L(X) la loi de la variable
X .
Lemme 4.1.2 Supposons que le potentiel de surface a(n) satisfasse (4.1.1). Alors,
dV T (L(Xn(η)),L(Xn(η˚))) = O(n−d/k(η)) . (4.1.4)
En particulier, si Xn(η˚) converge en loi quand n tend vers +∞ vers une variable ale´atoire X ,
il en va de meˆme pour Xn(η). De plus, la diffe´rence entre les espe´rances des variables Xn(η) et
Xn(η˚) tend vers 0 :
lim
n→+∞
|IEa,b[Xn(η˚)]− IEa,b[Xn(η)]| = 0 . (4.1.5)
Rappelons que si f(n) et g(n) sont deux fonctions a` valeurs positives, la notation f(n) =
O(g(n)) signifie qu’il existe une constante C > 0 telle que pour tout n, f(n) ≤ Cg(n).
De´monstration Par construction de la configuration locale η˚, l’ine´galite´ Xn(η˚) ≤ Xn(η) est
toujours vraie. Dans ce contexte, la Proposition A.0.4 fournit une caracte´risation ade´quate de la
distance en variation totale :
dV T (L(Xn(η)),L(Xn(η˚))) ≤ µa,b(Xn(η) 6= Xn(η˚))
≤ µa,b(Xn(η) > Xn(η˚)) .
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L’e´ve´nement Xn(η) > Xn(η˚) implique la pre´sence localise´e d’au moins k(η) + 1 sommets po-
sitifs. A la fonction seuil n−d/k(η), sa probabilite´ tend vers 0. Cet argument va s’exprimer par le
biais du Lemme 4.1.1. Pour ce faire, introduisons l’ensemble Cηr+1 des configurations locales de
la bouleB(0, r+1) dont la restriction a` la bouleB(0, r) est exactement η. La configuration locale
η˚ de´finie plus haut est le seul e´le´ment de Cηr+1 ayant exactement k(η) sommets positifs, tous les
autres en ont au moins k(η) + 1. On peut de´sormais e´crire :
Xn(η) > Xn(η˚) ⇒
⋃
ζ∈Cηr+1\{η˚}
{Xn(ζ) > 0} .
Nous verrons un peu plus loin que cette implication est en fait une e´quivalence. Les variables
Xn(ζ) e´tant a` valeurs entie`res, il vient :
dV T (L(Xn(η)),L(Xn(η˚))) ≤ µa,b(Xn(η) > Xn(η˚))
≤
∑
ζ∈Cηr+1\{η˚}
µa,b(Xn(ζ) > 0)
≤
∑
ζ∈Cηr+1\{η˚}
IEa,b[Xn(ζ)] .
Soit ζ ∈ Cηr+1 \{η˚}. Par construction, la configuration locale ζ a donc au moins k(η)+1 sommets
positifs. D’apre`s le Lemme 4.1.1, son espe´rance ve´rifie :
IEa,b[Xn(ζ)] ≤M1e2a(n) ,
i.e. est un O(n−d/k(η)) par l’hypothe`se (4.1.1). Puisque le cardinal de l’ensemble Cηr+1 ne de´pend
pas de n, on en conclut que la distance en variation totale entre les lois de Xn(η) et Xn(η˚) est
aussi un O(n−d/k(η)).
Si la distance en variation totale dV T (L(Xn(η)),L(Xn(η˚))) tend vers 0 alors les variables ale´atoires
Xn(η) et Xn(η˚) convergent en loi vers la meˆme limite si celle-ci existe. C’est l’objet de la Pro-
prie´te´ A.0.5.
Il ne reste plus qu’a` prouver (4.1.5). Conside´rons la boule B(x, r + 1) et supposons que la confi-
guration locale η apparaisse en B(x, r). Alors une et une seule des configurations locales de Cηr+1
se re´alise en B(x, r + 1). Inversement, si ζ ∈ Cηr+1 apparaıˆt en B(x, r + 1) alors, d’une part,
ce n’est e´videmment pas le cas pour les autres e´le´ments de cet ensemble et, d’autre part, η est
pre´sente en B(x, r). Nous venons de prouver l’e´galite´ :
Xn(η) = Xn(η˚) +
∑
ζ∈Cηr+1\{η˚}
Xn(ζ) .
Par conse´quent :
|IEa,b[Xn(η˚)]− IEa,b[Xn(η)]| =
∑
ζ∈Cηr+1\{η˚}
IEa,b[Xn(ζ)] ,
qui est un O(n−d/k(η)). La limite (4.1.5) est de´montre´e. 
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En re´sume´, dans le but de de´crire le comportement asymptotique de Xn(η), le Lemme 4.1.2
nous autorise a` supposer la configuration locale η propre. L’inte´reˆt re´side dans le fait que le
pe´rime`tre d’une configuration locale propre apparaıˆt tre`s simplement dans l’e´criture de son e´nergie
locale (voir 2.4.22), nous permettant ainsi d’encadrer pre´cise´ment la probabilite´ conditionnelle
µa,b(I
η
x = 1|F(δB(x, r))). Cette dernie`re quantite´ est centrale dans notre e´tude, la Proposition
4.1.3 en fournit un controˆle fin. Elle sera largement utilise´e dans les de´monstrations des re´sultats
des Sections 4.2, 4.3 et 4.4.
Proposition 4.1.3 Supposons la configuration locale η propre. Sous l’hypothe`se (4.1.1), il existe
une constanteM2 > 0 telle que pour tout n, pour tout sommet x ∈ Vn et pour toute configuration
σ ∈ Xn, on ait
ck(η)e−2bγ(η)(1−M2e2a(n)) ≤ ndµa,b(Iηx = 1|σδB(x,r)) ≤ ck(η)e−2bγ(η) (4.1.6)
et
ck(η)e−2bγ(η)(1−M2e2a(n)) ≤ IEa,b[Xn(η)] ≤ ck(η)e−2bγ(η) . (4.1.7)
Puisque la quantite´ e2a(n) tend vers 0 quand n tend vers l’infini, les relations (4.1.6) et (4.1.7)
produisent les deux limites ci-dessous, valables pour une configuration locale propre. Pour tout
sommet x et pour toute configuration σ,
lim
n→+∞
ndµa,b(I
η
x = 1|σδB(x,r)) = lim
n→+∞
IEa,b[Xn(η)] = ck(η)e−2bγ(η) . (4.1.8)
Il est important de noter que cette dernie`re limite (celle de l’espe´rance) s’e´tend au cas d’une
configuration locale non ne´cessairement propre en utilisant le Lemme 4.1.2.
Observons un certain phe´nome`ne de continuite´ en la constante c de la limite du nombre moyen
de copies de la configuration locale η entre les re´gimes e2a(n)  n−d/k(η), e2a(n) = cn−d/k(η) et
e2a(n)  n−d/k(η). En effet, lorsque c → 0 (resp. c → +∞), la limite en n de IEa,b[Xn(η)], i.e
ck(η)e−2bγ(η), tend vers 0 (resp. vers +∞) donc coı¨ncide avec la limite en n de IEa,b[Xn(η)] lorsque
e2a(n)  n−d/k(η) (resp. e2a(n)  n−d/k(η)) :
lim
c→0
lim
n→+∞
IEa,b[Xn(η)] = lim
n→+∞
lim
c→0
IEa,b[Xn(η)] = 0
et
lim
c→+∞
lim
n→+∞
IEa,b[Xn(η)] = lim
n→+∞
lim
c→+∞
IEa,b[Xn(η)] = +∞ .
Terminons cette section par la de´monstration de la Proposition 4.1.3.
De´monstration Fixons un sommet x ∈ Vn et notons simplement par B la boule B(x, r). L’enca-
drement (4.1.6) est uniforme en la configuration sur δB, il s’applique donc a` la variable ale´atoire
ndµa,b(I
η
x = 1|F(δB)) et a` son espe´rance, i.e a` IEa,b[Xn(η)]. L’encadrement (4.1.7) est donc une
conse´quence imme´diate de (4.1.6). Concentrons-nous donc sur cette dernie`re relation. Elle repose
sur l’e´tude de l’e´nergie locale HB(ηxσ) et sur l’utilisation de la relation fondamentale (2.4.20)
reliant cette e´nergie a` la probabilite´ conditionnelle µa,b(Iηx = 1|σδB(x,r)).
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Soit σ ∈ W δB . A la fin de la Section 2.4.2, nous avons de´taille´ comment le pe´rime`tre γ(η) de la
configuration locale propre η intervenait dans l’expression de l’e´nergie locale HB(ηxσ) (relation
(2.4.22)) :
HB(ηxσ) = a(2k(η)− β(r)) + b
α(r)− 2γ(η) + ∑
{y,z}∈En
y∈B,z∈δB
(−1)σ(z)
 .
L’expression de l’e´nergie locale d’une configuration locale η′ ∈ Cr non ne´cessairement propre est
donne´e par la formule plus ge´ne´rale suivante :
HB(η′xσ) = a(2k(η
′)− β(r)) + b
 ∑
{y,z}∈En
y,z∈B
η′x(y)η
′
x(z) +
∑
{y,z}∈En
y∈B,z∈δB
η′x(y)σ(z)
 .
De`s lors, la diffe´rence HB(η′xσ)−HB(ηxσ) entre les e´nergies locales de η′x et ηx est e´gale a` :
2a(n)(k(η′)− k(η)) + b (2γ(η) +Q(η′x)) ,
ou`
Q(η′x) =
∑
{y,z}∈En
y,z∈B
η′x(y)η
′
x(z)− α(r) +
∑
{y,z}∈En
y∈B,z∈δB
(η′x(y) + 1)σ(z) .
Le re´elQ(η′x) est inde´pendant de la taille n du graphe et peut eˆtre borne´ uniforme´ment en x et en
les configurations η′x et σ :
|Q(η′x)| ≤ 2α(r + 1) . (4.1.9)
Rappelons que la configuration locale η0 est celle pour laquelle tous les sommets de la boule
B(0, r) sont ne´gatifs. Elle joue un roˆle particulier dans cette de´monstration car elle satisfait
Q(η0x) = 0. Ainsi, la diffe´rence HB(η0xσ)−HB(ηxσ) devient, via la relation (4.1.1) :
HB(η0xσ)−HB(ηxσ) = −2a(n)k(η) + 2bγ(η)
= log
nd
ck(η)
+ 2bγ(η) ,
et ce quelle que soit la configuration σ sur δB. Enfin, par (2.4.20), une majoration de la probabilite´
conditionnelle µa,b(Iηx = 1|σ) est obtenue :
µa,b(I
η
x = 1|σ) ≤ eH
B(ηxσ)−HB(η0xσ)
≤ c
k(η)e−2bγ(η)
nd
.
C’est exactement la borne supe´rieure de (4.1.6). La borne infe´rieure s’obtient elle aussi en uti-
lisant la relation fondamentale (2.4.20). Le controˆle de la quantite´ Q(η′x) (4.1.9) nous permet
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de´crire pour tout σ ∈W δB :
ndµa,b(I
η
x = 1|σ) =
nd∑
η′∈Cr
eHB(η′xσ)−HB(ηxσ)
=
nd
e−2a(n)k(η)+2bγ(η)
(
1 +
∑
η′,k(η′)>0 e
2a(n)k(η′)+bQ(η′x)
)
≥ c
k(η)e−2bγ(η)
1 + e2a(n)
∑
η′,k(η′)>0 e
bQ(η′x)
≥ c
k(η)e−2bγ(η)
1 + e2a(n)|Cr|e2|b|α(r+1) . (4.1.10)
La quantite´ strictement positive |Cr|e2|b|α(r+1) ne de´pend pas de la taille n du graphe. Notons-la
M2. On conclut la de´monstration en utilisant l’ine´galite´ classique
∀u > −1, 1
1 + u
≥ 1− u .

Pour eˆtre tout a` fait complet, notons que la constante M2 de´finie ci-dessus ne de´pend de la
configuration locale η qu’a` travers le rayon r de la boule B(0, r) sur laquelle elle est de´finie.
4.2 Approximation poissonnienne pour Xn(η)
Le principal re´sultat de cette section est le The´ore`me 4.2.1 : la distribution limite du nombre de
copiesXn(η) dans le grapheGn de la configuration locale η est une loi de Poisson (Section 4.2.1).
Sa de´monstration est base´e sur la me´thode des moments et fait l’objet de la Section 4.2.2. Enfin,
dans la Section 4.2.3, le re´sultat d’approximation poissonnienne est ge´ne´ralise´ a` toute famille de
configurations locales incompatibles.
4.2.1 The´ore`me et commentaires
Soit η une configuration locale de la boule B(0, r) telle que k(η) > 0. Depuis la fin de la
Section 4.1 et notamment depuis la Proposition 4.1.3, quelques renseignements concernant la va-
riable ale´atoire Xn(η) ont e´te´ obtenus. En particulier, a` la fonction seuil n−d/k(η), son espe´rance
converge quand n tend vers l’infini vers la valeur ck(η)e−2bγ(η). Le The´ore`me 4.2.1 de´voile entie`rement
son comportement asymptotique.
The´ore`me 4.2.1 Supposons que le potentiel de surface a(n) satisfasse (4.1.1). Alors, lorsque la
taille n du graphe tend vers l’infini, la variable ale´atoire Xn(η) converge en loi vers la loi de
Poisson de parame`tre ck(η)e−2bγ(η).
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La de´monstration de ce re´sultat repose sur la me´thode des moments (voir [4] ou le Lemme
4.2.2 de la Section 4.2.2).
Le The´ore`me 4.2.1 affirme que la distribution limite de la variable ale´atoire Xn(η) de´pend de
b. En effet, le potentiel de paire ou plutoˆt son signe influence la probabilite´ d’apparition dans le
graphe de la configuration locale η a` travers son pe´rime`tre γ(η) :
lim
n→+∞
µa,b(Xn(η) > 0) = 1− e−ck(η)e−2bγ(η) .
Lorsque b est positif (resp. ne´gatif), cette limite est une fonction de´croissante (resp. croissante) du
pe´rime`tre γ(η). En d’autres termes, lorsque b est positif (resp. ne´gatif), parmi les configurations
locales ayant le meˆme nombre de sommets positifs, celles ayant la plus grande (resp. la plus
petite) probabilite´ asymptotique d’apparaıˆtre dans le graphe sont celles ayant le plus petit (resp.
grand) pe´rime`tre. Ce re´sultat est conforme a` l’intuition initiale concernant le mode`le d’Ising, a`
savoir que la mesure de Gibbs µa,b favorisait les sommets voisins de spins identiques lorsque
b > 0 et de spins diffe´rents lorsque b < 0 (voir Figure 2.2).
Inte´ressons nous maintenant a` l’exemple des deux configurations locales note´es respectivement η1
et η2 propose´es par la Figure 4.1 et plus particulie`rement a` leur probabilite´ d’apparition dans une
re´alisation du mode`le d’Ising de potentiels a = −0.7 et b = 0.3, de taille n = 150 et en dimension
d = 2. Les configurations locales η1 et η2 e´tant toutes les deux forme´es de 4 sommets positifs,
les proprie´te´s Xn(η1) > 0 et Xn(η2) > 0 ont donc la meˆme fonction seuil n−d/4. Ajustons la
constante c pour que l’hypothe`se e2a = cn−d/4 soit satisfaite. Il vient c ' 3.02. Le The´ore`me
4.2.1 nous donne alors les probabilite´s d’apparition de η1 et η2 dans le graphe infini :
lim
n→+∞
µa,b(Xn(η1) > 0) = 1− exp
(−ck(η) exp(−2× b× 8)) ' 0.49
et
lim
n→+∞
µa,b(Xn(η2) > 0) = 1− exp
(−ck(η) exp(−2× b× 10)) ' 0.19 .
La diffe´rence entre les deux limites est tout a` fait sensible. Elle est due au fait que le potentiel de
paire est “tre`s” positif (b = 0.3). Pour une telle valeur du potentiel de paire, la diffe´rence entre
les 2 limites ci-dessus illustre clairement la tendance de la mesure de Gibbs µa,b a` minimiser le
nombre d’interactions entre sommets de spins diffe´rents.
Terminons cette section en testant par un test du chi-deux le caracte`re poissonnien de la dis-
tribution limite de la variable ale´atoire Xn(η1) ; voir [16] pour une re´fe´rence classique mais aussi
l’excellent cours de statistiques disponible sur le site web de l’Universite´ Paris 51. La configura-
tion locale η1 est repre´sente´e sur la Figure 4.1. La taille du graphe doit donc eˆtre grande : nous
choisissons n = 900. Pour des valeurs du potentiel de surface a = −1.41 et du potentiel de paire
b = 0.1, K = 500 re´alisations de la mesure de Gibbs µa,b sont ge´ne´re´es. Pour chacune d’entre
elles, les occurrences de la configuration locale η1 sont recense´es. Les observations {Xi}i=1,...,K
sont a` valeurs dans l’ensemble {0, . . . , 5}. Elles sont repre´sente´es par un diagramme en baˆtons
dans la Figure 4.2.
Il faut se placer a` la fonction seuil de la proprie´te´ Xn(η1) > 0. Soit c la constante ve´rifiant
1
“Statistique Me´dicale En Ligne”, http ://www.math-info.univ-paris5.fr/smel/.
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FIG. 4.1 – Deux configurations locales de la boule B(0, 2), note´es de gauche a` droite η1 et η2,
repre´sente´es en dimension d = 2 et en 4-connexite´ (ρ = q = 1). Elles ont le meˆme nombre de
sommets positifs mais pas le meˆme pe´rime`tre : k(η1) = k(η2) = 4, γ(η1) = 8 et γ(η2) = 10.
e2a = cn−d/4 avec a = −1.41, n = 900 et d = 2. Notons alors P0 la loi de Poisson de parame`tre
λ = ck(η)e−2bγ(η1) ' 2.02. D’apre`s le The´ore`me 4.2.1, P0 est la loi limite de la variable Xn(η1).
L’hypothe`se a` tester, base´e sur l’e´chantillon {Xi}i=1,...,K , est donc :
H0 : µa,b(Xn(η1) = m) = P0(m), ∀m = 0, . . . , 5 .
Notons P̂ la distribution empirique de l’e´chantillon {Xi}i=1,...,K sur l’ensemble {0, . . . , 5} :
∀m = 0, . . . , 5, P̂ (m) = 1
K
K∑
i=1
1 Xi=m .
Sous l’hypothe`seH0, la distribution empirique P̂ doit eˆtre proche de la distribution the´orique P0.
L’ade´quation de P̂ a` P0 est mesure´e par la distance du chi-deux :
Dχ2(P0, P̂ ) =
5∑
m=0
(P0(m)− P̂ (m))2
P0(m)
.
Le test du chi-deux repose sur le fait que la statistique KDχ2(P0, P̂ ) est approche´e par la loi du
chi-deux a` 6− 1 = 5 degre´s de liberte´. Sur la base de l’e´chantillon {Xi}i=1,...,K , cette statistique
vaut 81.74. La p-valeur du test est donc 3.63 × 10−16. Par conse´quent, l’hypothe`se nulle est
fortement rejete´e.
Le maximum de vraisemblance λ̂ de l’e´chantillon {Xi}i=1,...,K vaut λ̂ =
∑
Xi/K ' 1.43.
Testons alors l’ade´quation de P̂ a` P0, ou` P0 de´signe cette fois la loi de Poisson de parame`tre
λ̂. La statistique KDχ2(P0, P̂ ) vaut 3.82 et doit de´sormais eˆtre compare´e a` la loi du chi-deux a`
6− 1− 1 = 4 degre´s de liberte´. La p-valeur du test est alors 0.43. Le re´sultat est donc tout a` fait
compatible avec l’hypothe`seH0.
En conclusion, le caracte`re poissonnien de la loi limite de la variable ale´atoire Xn(η1) est accepte´
mais la valeur observe´e de son espe´rance (λ̂ ' 1.43) est biaise´e : elle est plus petite que son
espe´rance asymptotique the´orique (λ ' 2.02.).
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FIG. 4.2 – Un diagramme en baˆtons repre´sentant K = 500 re´alisations inde´pendantes du nombre
d’occurrences de la configuration locale η1 avec a = −1.41, b = 0.1, n = 900 et d = 2.
4.2.2 De´monstration
Cette section est entie`rement de´die´e a` la de´monstration du The´ore`me 4.2.1. Les hypothe`ses
sont les suivantes. Nous disposons d’une configuration locale η de la boule B(0, r) ayant au
moins un sommet positif (k(η) > 0). Le potentiel de paire b est fixe´ et le potentiel de surface a(n)
satisfait la relation (4.1.1) :
e2a(n) = cn−d/k(η) ,
ou` c est une constante strictement positive.
D’apre`s le Lemme 4.1.2, quitte a` augmenter le rayon r d’une unite´, la configuration locale η sera
suppose´e propre. Nous pourrons donc en particulier lui appliquer la Proposition 4.1.3.
La de´monstration du The´ore`me 4.2.1 repose sur la me´thode des moments (voir [4] p. 25) :
Lemme 4.2.2 Soit (Yn)n∈N∗ une suite de variables ale´atoires positives et a` valeurs entie`res et
soit λ un re´el strictement positif. Pour tous entiers n, l ∈ N∗, le moment d’ordre l de la variable
Yn, note´ Ml(Yn), est de´fini par la formule :
Ml(Yn) = IE[Yn(Yn − 1) . . . (Yn − l + 1)]
=
∑
k≥l
IP(Yn = k)
k!
(k − l)! .
Si, pour tout l ∈ N∗, le moment Ml(Yn) tend vers λl alors la variable ale´atoire Yn converge en
loi quand n tend vers l’infini vers la loi de Poisson de parame`tre λ.
Dans le but d’alle´ger les formules, nous noterons simplement λ la quantite´ ck(η)e−2bγ(η).
Il s’agit donc de prouver la convergence du moment Ml(Xn(η)) vers la quantite´ λl et ce pour tout
entier l non nul. Notons tout d’abord que le cas l = 1 a de´ja` e´te´ traite´. En effet, le moment d’ordre
1 d’une variable ale´atoire est e´gal a` son espe´rance et la convergence de IEa,b[Xn(η)] vers λ a e´te´
observe´e dans la Section 4.1.
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Nous supposerons donc de´sormais que l ≥ 2. Introduisons une relation d’e´quivalence entre boules
de rayon r. Conside´rons un ensemble B de boules de rayon r dont les centres appartiennent a` Vn.
Deux e´le´ments B(y, r) et B(z, r) de B seront dits connecte´s s’il existe un entier m et des boules
B1, . . . , Bm ∈ B telles que, d’une part, on ait B1 = B(y, r) et Bm = B(z, r) et, d’autre part,
pour tout entier j = 1, . . . , m−1, l’intersectionBj ∩Bj+1 soit non vide. Cette dernie`re condition
autorise les boules Bj et Bj+1 a` eˆtre disjointes mais leurs centres sont distants d’au plus 2r + 1
l’un de l’autre. La relation de connexite´ est re´flexive, syme´trique et transitive : c’est donc bien
une relation d’e´quivalence sur l’ensemble B.
La relation de connexite´ est introduite dans cette de´monstration pour la raison suivante. Deux
boules B(y, r) et B(z, r) non e´quivalentes pour cette relation sont V-disjointes. Par la Proprie´te´
2.2.3, deux e´ve´nements appartenant aux tribusF(B(y, r)) etF(B(z, r)) seront alors inde´pendants
conditionnellement a` F(δB(y, r) ∪ δB(z, r)).
Pour 1 ≤ s ≤ l, notons Cl(s) l’ensemble des l-uplets de sommets (x1, . . . , xl) dont l’ensemble
{B(x1, r), . . . , B(xl, r)} forme´ des boules centre´es en x1, . . . , xl et de rayon r se de´compose
sous l’action de la relation de connexite´ en s classes d’e´quivalence. Rappelons d’ailleurs qu’a` la
diffe´rence d’un ensemble un l-uplet est toujours ordonne´.
L’utilisation des ensembles Cl(s) fournira une nouvelle e´criture du moment Ml(Xn(η)). Par
de´finition, la variable Xn(η) compte le nombre de copies de la configuration locale η pre´sentes
dans le graphe Gn. De plus, le coefficient k!/(k − l)! apparaissant dans l’e´criture du moment
Ml(Xn(η)) est le nombre de l-uplets dans un ensemble a` k e´le´ments. Par conse´quent, Ml(Xn(η))
peut s’interpre´ter comme le nombre moyen de l-uplets de copies de η :
Ml(Xn(η)) =
l∑
s=1
IEa,b
 ∑
(x1,...,xl)∈Cl(s)
Iηx1 × . . .× Iηxl
 .
Nous noterons M ′l (Xn(η)) le terme de la somme ci-dessus correspondant a` s = l et M ′′l (Xn(η))
le reste de cette somme.
M ′l (Xn(η)) = IEa,b
 ∑
(x1,...,xl)∈Cl(l)
Iηx1 × . . .× Iηxl
 (4.2.11)
M ′′l (Xn(η)) =
l−1∑
s=1
IEa,b
 ∑
(x1,...,xl)∈Cl(s)
Iηx1 × . . .× Iηxl
 (4.2.12)
La de´monstration du The´ore`me 4.2.1 s’effectuera en deux e´tapes :
Lemme 4.2.3 Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, la quantite´M ′l (Xn(η)) tend vers λl quand n tend
vers l’infini.
Lemme 4.2.4 Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, la quantite´M ′′l (Xn(η)) tend vers 0 quand n tend
vers l’infini.
Le The´ore`me 4.2.1 de´coule des deux lemmes ci-dessus. Au pre´alable, il nous sera ne´cessaire
de controˆler le cardinal des ensembles Cl(s).
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Lemme 4.2.5 Il existe une constante C = C(r, l) strictement positive telle que
∀s = 1, . . . , l, |Cl(s)| ≤ Cnds . (4.2.13)
De plus, le cardinal de l’ensemble Cl(l) est e´quivalent a` ndl :
lim
n→+∞
|Cl(l)|
ndl
= 1 . (4.2.14)
De´monstration Conside´rons un m-uplet de sommets (x1, . . . , xm), m ≤ l, tel que l’ensemble
des boules {B(x1, r), . . . , B(xm, r)} de rayons r centre´es en ces sommets ne forme qu’une seule
classe d’e´quivalence pour la relation de connexite´. Cette condition contraint chacun des xj , j =
1, . . . , m, a` appartenir a` la boule B(x1, R) ou` R = l(2r + 1). Le nombre de tels m-uplets peut
donc eˆtre (grossie`rement) majore´ par β(R)l−1nd. Appliquons alors ce raisonnement a` chacune
des s classes d’e´quivalence de l’ensemble des l boules de rayon r centre´es en les sommets du
l-uplet (x1, . . . , xl) ∈ Cl(s). Il vient :
|Cl(s)| ≤ β(R)s(l−1)nds .
Il suffit alors de poser C = β(R)l(l−1) et de constater que son expression ne de´pend que du rayon
r et de l’entier l.
Il s’agit maintenant d’estimer le cardinal de l’ensemble Cl(l), i.e. d’estimer le nombre de l-uplets
de sommets (x1, . . . , xl) dont les boules de rayon r centre´es en ces sommets sont deux a` deux
V-disjointes. Il y a nd fac¸ons de fixer le premier sommet x1. Soit 2 ≤ j ≤ l et supposons que les
sommets x1, . . . , xj−1 ont de´ja` e´te´ choisis. Pour le choix du sommet suivant xj , l’ensemble des
sommets x ve´rifiant dist(x, xk) ≤ 2r + 1 pour 1 ≤ k ≤ j − 1 doivent eˆtre e´vite´s. Le cardinal de
cet ensemble est majore´ inde´pendamment de n par (j − 1)β(2r + 1), quelque soit le choix des
sommets x1, . . . , xj−1. On peut finalement e´crire :∏
1≤j≤l
(
nd − (j − 1)β(2r + 1)) ≤ |Cl(l)| ≤ ndl .
On en de´duit que ndl est un e´quivalent pour le cardinal de l’ensemble Cl(l). 
Soit (x1, . . . , xl) ∈ Cl(l). Les boules centre´es en ces sommets sont deux a` deux V-disjointes.
Conditionnellement a` ∪iδB(xi, r), les e´ve´nements relatifs aux boules B(xi, r) sont donc mutuel-
lement inde´pendants. Ainsi, M ′l (Xn(η)) va se comporter comme la puissance l-ie`me du produit
ndµa,b(I
η
x = 1|σδB(x,r)). Or, cette dernie`re quantite´ tend vers λ, d’ou` le Lemme 4.2.3.
De´monstration (du Lemme 4.2.3) Soit (x1, . . . , xl) un l-uplet appartenant a` Cl(l). L’ensemble
des boules {B(x1, r), . . . , B(xl, r)} se de´compose en l classes d’e´quivalence pour la relation
de connexite´. Elles sont donc deux a` deux V-disjointes. La seconde partie de la Proprie´te´ 2.2.3
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s’applique et produit :
µa,b
(
l∏
i=1
Iηxi = 1
)
= IEa,b
[
µa,b
(
l∏
i=1
Iηxi = 1|F(∪lj=1δB(xj , r))
)]
= IEa,b
[
l∏
i=1
µa,b
(
Iηxi = 1|F(∪lj=1δB(xj , r))
)]
.
En utilisant le caracte`re markovien de la mesure de Gibbs µa,b (i.e. la premie`re partie de la Pro-
prie´te´ 2.2.3), le conditionnement est particularise´ a` chacune des boules :
µa,b
(
l∏
i=1
Iηxi = 1
)
= IEa,b
[
l∏
i=1
µa,b
(
Iηxi = 1|F(δB(xi, r))
)]
.
La configuration locale η e´tant propre, la Proposition 4.1.3 fournit un controˆle de la probabi-
lite´ conditionnelle µa,b(Iηxi = 1|F(δB(xi, r))) uniforme en la configuration sur δB(xi, r). Il en
de´coule un encadrement de µa,b(Iηx1 × . . .× Iηxl = 1) :
λl
ndl
(
1−M2e2a(n)
)l ≤ µa,b
(
l∏
i=1
Iηxi = 1
)
≤ λ
l
ndl
qui est uniforme en le l-uplet (x1, . . . , xl) ∈ Cl(l). Par conse´quent, il vient :
|Cl(l)|
ndl
λl
(
1−M2e2a(n)
)l ≤ M ′l (Xn(η)) ≤ |Cl(l)|ndl λl .
Enfin, puisque le quotient de |Cl(l)| par ndl tends vers 1 (relation 4.2.14), la quantite´ M ′l (Xn(η))
converge lorsque n tend vers l’infini vers λl. 
Deux arguments cle´s permettent de comprendre la de´monstration du Lemme 4.2.4. Premie`re-
ment, si (x1, . . . , xl) ∈ Cl(s), 1 ≤ s ≤ l−1, l’ensemble forme´ des l boulesB(x1, r), . . . , B(xl, r)
se de´compose en au plus l−1 classes d’e´quivalence. Par conse´quent, il existe au moins une de ces
classes contenant au moins 2 de ces boules (c’est le principe des tiroirs). Autrement dit, il existe 2
sommets du l-uplet (x1, . . . , xl) distants l’un de l’autre d’au plus 2r + 1. Deuxie`mement, les oc-
currences de la configuration locale η sur deux boules B(x, r) et B(x′, r) telles que dist(x, x′) ≤
2r + 1 impliquent la pre´sence locale d’au moins k(η) + 1 sommets positifs. Or, sous l’hypothe`se
(4.1.1), la probabilite´ de cet e´ve´nement tend vers 0 (par le Lemme 4.1.1).
De´monstration (du Lemme 4.2.4) Nous allons montrer que chacun des l−1 termes de la somme
de´finissant la quantite´ M ′′l (Xn(η)) tend vers 0 quand n tend vers +∞. Fixons donc un entier 1 ≤
s ≤ l − 1 et conside´rons un l-uplet (x1, . . . , xl) appartenant a` Cl(s). Par de´finition, la famille des
boules de rayon r centre´es en les sommets x1, . . . , xl se de´compose en s classes d’e´quivalence.
Notons-lesEC(1), . . . , EC(s). Notons e´galementCj la re´union des boules appartenant a` la classe
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d’e´quivalence EC(j). Une fois de plus, la Proprie´te´ 2.2.3 intervient de manie`re essentielle :
µa,b
(
l∏
i=1
Iηxi = 1
)
= IEa,b
[
µa,b
(
l∏
i=1
Iηxi = 1|F(∪lj=1δCj)
)]
= IEa,b
 s∏
j=1
µa,b
 ∏
i,B(xi,r)∈EC(j)
Iηxi = 1|F(δCj)
 . (4.2.15)
Dans la dernie`re e´galite´, le conditionnement a e´te´ particularise´ a` chacun des ensembles de som-
mets Cj.
Puisque l’entier s est infe´rieur ou e´gal a` l − 1, au moins une des s classes d’e´quivalence, di-
sons EC(1), posse`de au moins 2 e´le´ments ; soient x(1) et x′(1) deux sommets dont les boules
B(x(1), r) etB(x′(1), r) appartiennent a`EC(1) et ne sont pas V-disjointes. De la meˆme manie`re,
pour j allant de 2 a` s, nous noterons x(j) un des centres des boules (s’il y en a plusieurs) appar-
tenant a` la classe d’e´quivalence EC(j).
Dans un premier temps, il faut nous assurer que la contribution a` (4.2.15) du terme correspon-
dant a` la classe EC(j) est raisonnable. En grossissant le conditionnement, la variable ale´atoire
µa,b(I
η
x(j)|F(δB(x(j), r)) apparaıˆt. La configuration locale η e´tant propre, la Proposition 4.1.3 en
fournit une majoration :
µa,b
 ∏
i,B(xi,r)∈EC(j)
Iηxi = 1|F(δCj)
 ≤ µa,b (Iηx(j) = 1|F(δCj))
≤ IEa,b
[
IEa,b
[
Iηx(j)|F(δCj ∪ δB(x(j), r))
]
|F(δCj)
]
≤ IEa,b
[
IEa,b
[
Iηx(j)|F(δB(x(j), r))
]
|F(δCj)
]
≤ λ
nd
.
Cette dernie`re ine´galite´ nous permet d’e´crire :
µa,b
(
l∏
i=1
Iηxi = 1
)
≤
(
λ
nd
)s−1
IEa,b
µa,b
 ∏
i,B(xi,r)
∈EC(1)
Iηxi = 1|F(δC1)


≤
(
λ
nd
)s−1
µa,b
 ∏
i,B(xi,r)
∈EC(1)
Iηxi = 1

≤
(
λ
nd
)s−1
µa,b(I
η
x(1) = I
η
x′(1) = 1) . (4.2.16)
Rappelons que les sommets x(1) et x′(1) sont distincts et distants l’un de l’autre d’au plus 2r+1.
Introduisons a` cet effet l’ensemble (fini) C>k(η)2r+1 des configurations locales de B(0, 2r + 1) ayant
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au moins k(η)+1 sommets positifs. L’e´ve´nement Iηx(1) = I
η
x′(1) = 1 implique qu’un e´le´ment ζ de
C>k(η)2r+1 apparaıˆt sur la boule B(x(1), 2r + 1). En d’autres termes :
µa,b(I
η
x(1) = I
η
x′(1) = 1) ≤
∑
ζ∈C
>k(η)
2r+1
IEa,b[Iζx(1)]
≤ n−d
∑
ζ∈C
>k(η)
2r+1
IEa,b[Xn(ζ)]
≤ n−d |C>k(η)2r+1 |M1 e2a(n) , (4.2.17)
d’apre`s le Lemme 4.1.1. Des ine´galite´s (4.2.16) et (4.2.17), nous de´duisons une majoration inde´-
pendante du l-uplet (x1, . . . , xl) ∈ Cl(s) :
µa,b
(
l∏
i=1
Iηxi = 1
)
≤ λ
s−1
nds
|C>k(η)2r+1 |M1 e2a(n) .
Enfin, l’utilisation du Lemme 4.2.5 implique que
IEa,b
 ∑
(x1,...,xl)∈Cl(s)
Iηx1 × . . .× Iηxl
 ≤ Cλs−1 |C>k(η)2r+1 |M1 e2a(n) ,
qui tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Il en va de meˆme pour la somme M ′′l (Xn(η)). Le
Lemme 4.2.4 est de´montre´. 
4.2.3 Ge´ne´ralisation a` une famille de configurations locales incompatibles
Dans cette section, nous conside´rons m configurations locales η1, . . . , ηm ayant chacune le
meˆme nombre k > 0 de sommets positifs. Le cas m = 1 faisant l’objet des sections pre´ce´dentes,
nous supposerons de´sormais l’entier m au moins e´gal a` 2. Notons alors Xn le nombre de copies
dans le graphe Gn des configurations locales η1, . . . , ηm :
Xn =
m∑
i=1
Xn(ηi)
=
m∑
i=1
∑
x∈Vn
Iηix .
La fonction seuil de chacune des proprie´te´s Xn(ηi) > 0 est n−d/k. Ainsi, par la Proprie´te´ 3.2.3,
celle de leur re´union, i.e. celle de la proprie´te´ Xn > 0 est e´galement de la forme n−d/k. L’objectif
de cette section est d’obtenir une approximation poissonnienne pour la variable ale´atoire Xn.
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Pour ce faire, il est ne´cessaire de se placer a` la fonction seuil de Xn > 0. Nous supposerons donc
que le potentiel de surface a(n) satisfait :
e2a(n) = cn−d/k , (4.2.18)
ou` c est une constante strictement positive fixe´e. Afin d’obtenir une convergence en loi pour la
variable Xn, l’ide´e naturelle consiste a` s’appuyer, comme pour la de´monstration du The´ore`me
4.2.1, sur la me´thode des moments (voir le Lemme 4.2.2). Il s’agit donc de prouver l’existence
d’un re´el λ > 0 tel que , pour tout l, le moment d’ordre l de la variable Xn tende vers λl. Il suffit
d’observer l’espe´rance de Xn (qui est e´galement son moment d’ordre 1) pour obtenir la valeur de
λ. Une conse´quence de la Proposition 4.1.3 fournit la limite de l’espe´rance du nombre de copies
d’une configuration locale (non ne´cessairement propre). En notant simplement γi le pe´rime`tre de
la configuration locale ηi, il vient :
lim
n→+∞
IEa,b[Xn] =
m∑
i=1
lim
n→+∞
IEa,b[Xn(ηi)]
= ck
m∑
i=1
e−2bγi .
La route conduisant a` l’obtention d’une approximation poissonnienne pourXn paraıˆt toute trace´e.
Ne´anmoins un ingre´dient essentiel fait encore de´faut. Conside´rons en effet deux sommets dis-
tincts y et z, que l’on imagine proches l’un de l’autre, et deux indices 1 ≤ i < j ≤ m. Les
re´alisations des configurations locales ηi et ηj en les boules B(y, r) et B(z, r) n’impliquent pas
ne´cessairement la pre´sence (localise´e) d’au moins k+1 sommets positifs. Pour s’en convaincre, il
suffit d’examiner le cas ou` les ensembles de sommets positifs V+(ηi) et V+(ηj) sont translate´s l’un
de l’autre, comme c’est le cas dans la Figure 4.3. Or, c’est justement cet argument, couple´ a` l’hy-
pothe`se (4.2.18), qui permet de prouver la convergence vers 0 de la quantite´ ndµa,b(Iηiy = Iηjz =
1) ; voir la fin de la de´monstration du Lemme 4.2.4. Une hypothe`se concernant les configurations
locales η1, . . . , ηm et interdisant le cas pathologique pre´ce´dent est ne´cessaire : elles devront eˆtre
incompatibles.
Definition 4.2.6 Soient η1, . . . , ηm m configurations locales de B(0, r) ayant chacune k > 0
sommets positifs. Les configurations locales η1, . . . , ηm sont dites incompatibles si, pour tout
1 ≤ i < j ≤ m, les ensembles de sommets positifs V+(ηi) et V+(ηj) ne sont pas translate´s l’un
de l’autre.
Lorsque c’est le cas, nous emploierons e´galement le terme incompatible pour la famille forme´e
des η1, . . . , ηm. Remarquons qu’une sous-famille d’une famille incompatible de configurations lo-
cales est encore incompatible mais que l’ope´ration inverse, i.e. rajouter des configurations locales
a` une famille, ne pre´serve pas l’incompatibilite´ de la famille initiale.
Toutes les pre´cautions ont e´te´ prises : le re´sultat principal de cette section peut eˆtre e´nonce´.
The´ore`me 4.2.7 Supposons que le potentiel a(n) satisfasse (4.2.18) et conside´rons m configu-
rations locales incompatibles η1, . . . , ηm ayant chacune k > 0 sommets positifs. Alors la va-
riable ale´atoire Xn converge en loi quand n tend vers l’infini vers la loi de Poisson de parame`tre
ck
∑m
i=1 e
−2bγi
.
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FIG. 4.3 – Repre´sentation de deux configurations locales de la boule B(0, 3) non incompatibles
(en dimension d = 2 et en 8-connexite´) : leurs ensembles de sommets positifs sont translate´s l’un
de l’autre.
Rappelons que la somme de deux lois de Poisson inde´pendantes de parame`tres λ et λ′ est
encore une loi de Poisson de parame`tre λ + λ′. Ainsi, a` condition que les η1, . . . , ηm soient in-
compatibles, le The´ore`me 4.2.7 illustre une certaine forme d’inde´pendance asymptotique entre
les variables Xn(ηi). Ce phe´nome`ne peut s’interpre´ter comme suit. Les occurrences des confi-
gurations locales ηi et ηj ne pouvant se chevaucher, elles sont, sous l’hypothe`se (4.2.18), tre`s
e´loigne´es l’une de l’autre. Le graphe Gn est alors suffisamment vaste pour permettre a` chacune
des ηi d’apparaıˆtre autant de fois que ne´cessaire (mais en nombre fini) loin des occurrences des
autres configurations locales, i.e. inde´pendamment des ηj.
Nous utiliserons ce re´sultat dans la Section 4.5.1 dans le but de de´terminer une approximation
poissonnienne pour les assertions locales. Il sera e´galement applique´ de manie`re plus concre`te
dans le Chapitre 5 a` des configurations locales particulie`res : les animaux.
La structure de la de´monstration du The´ore`me 4.2.7 est la meˆme que celle du The´ore`me 4.2.1.
Les arguments similaires seront donc traite´s succintement.
De´monstration La premie`re e´tape de la de´monstration consiste a` se ramener a` des configurations
locales propres. Ainsi, a` chaque configuration locale ηi, nous associons la configuration locale
propre η˚i de la boule B(0, r + 1) de´finie par :
η˚i(x) =
{
ηi(x) si x ∈ B(0, r) ,
−1 si dist(x, 0) = r + 1 .
Les proprie´te´s Xn(ηi) > 0 et Xn(η˚i) > 0 ont la meˆme fonction seuil et satisfont Xn(η˚i) ≤
Xn(ηi). Nous noterons X˚n la somme des m variables Xn(η˚i). De`s lors, la Proposition A.0.4 nous
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permet de majorer la distance en variation totale entre les distributions de X˚n et Xn :
dV T
(
L(Xn),L(X˚n)
)
≤ µa,b(Xn 6= X˚n)
≤
m∑
i=1
µa,b(Xn(ηi) > Xn(η˚i))
≤ mM1e2a(n) ,
d’apre`s les ine´galite´s e´tablies lors de la de´monstration du Lemme 4.1.2. Ce meˆme lemme affirme
enfin que si la variable X˚n converge en loi vers une variable X , il en va de meˆme pour Xn. Au-
trement dit, sans perte de ge´ne´ralite´, nous pouvons supposer les configurations locales η1, . . . , ηm
propres.
En utilisant les notations de la de´monstration du The´ore`me 4.2.1, le moment d’ordre l de Xn
s’e´crit :
Ml(Xn) =
l∑
s=1
IEa,b
 ∑
(x1,...,xl)∈Cl(s)
∑
1≤i1,...,il≤m
I
ηi1
x1 × . . .× Iηilxl
 .
Nous noterons e´galement M ′l (Xn) le terme de la somme ci-dessus correspondant a` s = l et
M ′′l (Xn) le reste de cette somme. La deuxie`me e´tape consiste a` prouver la convergence suivante :
lim
n→+∞
M ′l (Xn) =
(
ck
m∑
i=1
e−2bγi
)l
. (4.2.19)
Fixons donc un l-uplet (x1, . . . , xl) ∈ Cl(l) et l indices i1, . . . , il compris entre 1 et m. Il s’agit
donc d’e´valuer la probabilite´
µa,b
(
l∏
j=1
I
ηij
xj = 1
)
.
Nous commenc¸ons par e´crire
µa,b
(
l∏
j=1
I
ηij
xj = 1
)
= IEa,b
[
l∏
j=1
µa,b
(
I
ηij
xj = 1|F(δB(xj, r))
)]
.
Pour j = 1, . . . , l, la configuration locale ηij e´tant propre, la Proposition 4.1.3 produit un en-
cadrement de la probabilite´ conditionnelle µa,b(I
ηij
xj = 1|F(δB(xj, r))). Comme cela avait e´te´
souligne´ a` la fin de la Section 4.1, la constante M2 intervenant dans cet encadrement est la meˆme
pour chacune des configurations ηij . Il vient :
n−dl
(
1−M2e2a(n)
)l l∏
j=1
cke−2bγij ≤ µa,b
(
l∏
j=1
I
ηij
xj = 1
)
≤ n−dl
l∏
j=1
cke−2bγij .
Puis, l’identite´ ∑
1≤i1,...,il≤m
l∏
j=1
cke−2bγij =
(
ck
m∑
i=1
e−2bγi
)l
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entraıˆne l’encadrement
|Cl(l)|
ndl
(
1−M2e2a(n)
)l(
ck
m∑
i=1
e−2bγi
)l
≤M ′l (Xn) ≤
|Cl(l)|
ndl
(
ck
m∑
i=1
e−2bγi
)l
dont de´coule la limite de´sire´e (4.2.19).
Dans la dernie`re e´tape de cette de´monstration, nous montrerons que la somme M ′′l (Xn) tend vers
0 en montrant que c’est le cas des l − 1 termes qui la composent. Supposons pour cela l ≥ 2.
Fixons un entier 1 ≤ s ≤ l − 1 et conside´rons un l-uplet (x1, . . . , xl) appartenant a` Cl(l) et l
indices i1, . . . , il compris entre 1 et m. En s’inspirant de la de´monstration du Lemme 4.2.4, nous
savons qu’il existe une constante, disons A, de´pendant du potentiel de paire b, des parame`tres c
et k mais aussi des configurations ηij satisfaisant :
µa,b
(
l∏
j=1
I
ηij
xj = 1
)
≤ A
nd(s−1)
µa,b
(
I
ηij
xj = I
ηi
j′
xj′ = 1
)
,
ou` j et j′ sont deux indices tels que les sommets xj et xj′ sont distincts et distants l’un de l’autre
d’au plus 2r + 1. Si ij = ij′ , i.e. si les configurations locales ηij et ηij′ sont identiques, alors
l’e´ve´nement I
ηij
xj = I
ηi
j′
xj′ = 1 implique la pre´sence localise´e d’au moins k + 1 sommets positifs.
En effet, les centres des boules B(xj , r) et B(xj′, r) sur lesquelles se re´alise ηij = ηij′ sont
distincts. C’est dans le cas ou` les configurations locales ηij et ηij′ sont diffe´rentes que l’hypothe`se
d’incompatibilite´ de la famille {η1, . . . , ηm} va intervenir. Puisque les ensembles de sommets
positifs des configurations locales ηij et ηij′ ne peuvent se chevaucher, l’e´ve´nement I
ηij
xj = I
ηi
j′
xj′ =
1 implique encore une fois la pre´sence localise´e d’au moins k+1 sommets positifs. Dans les deux
cas, le Lemme 4.1.1 s’applique et donne :
µa,b
(
I
ηij
xj = I
ηi
j′
xj′ = 1
)
= O(n−de2a(n)) .
Par conse´quent, l’espe´rance
IEa,b
 ∑
(x1,...,xl)∈Cl(s)
∑
1≤i1,...,il≤m
I
ηi1
x1 × . . .× Iηilxl

est un O(e2a(n)), ce qui prouve la convergence de M ′′l (Xn) vers 0. 
Lorsque les configurations locales η1, . . . , ηm ne sont pas incompatibles, la variableXn converge
encore en loi quand n tend vers l’infini, mais la limite n’est plus une loi de Poisson. En fait, le
support de la variable ale´atoire Xn n’est asymptotiquement plus e´gal a` N tout entier : il de´pendra
des chevauchements entre les ensembles de sommets positifs V+(η1), . . . , V+(ηm).
Illustrons cette remarque ge´ne´rale par un exemple simple. Soient η1, . . . , ηβ(r) les β(r) configu-
rations locales de la boule B(0, r) ayant un unique sommet positif. Ces configurations locales
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ne sont e´videmment pas incompatibles ; a` translation pre`s, elles ont toutes le meˆme ensemble de
sommets positifs. Notons encore Xn la somme de leurs occurrences dans le graphe :
Xn =
β(r)∑
i=1
Xn(ηi) .
La fonction seuil de la proprie´te´ Xn > 0, comme celles des Xn(ηi) > 0, pour i = 1, . . . , β(r),
vaut n−d. Posons alors e2a(n) = n−d (avec c = 1). Pour cette valeur du potentiel de surface,
les sommets positifs pre´sents dans le graphe sont asymptotiquement e´loigne´s les uns des autres.
Ainsi, chacun d’entre eux contribue a` la re´alisation d’une occurrence pour chacune des configu-
rations locales η1, . . . , ηβ(r). Autrement dit, quand n tend vers l’infini,
µa,b(Xn = β(r)×Xn(η1)) → 1 .
Asymptotiquement, la distribution de Xn ne charge que les entiers multiples de β(r). De plus,
d’apre`s le The´ore`me 4.2.1,Xn(η1) converge en loi vers la loi de Poisson de parame`tre e−8b. Nous
en de´duisons la loi limite de la variable Xn :
lim
n→+∞
µa,b(Xn = l) =
{
e−e
−8b × (e−8b)m
m!
si ∃m ∈ N, l = β(r)m ,
0 sinon .
Finalement, en s’inspirant de l’exemple pre´ce´dent et de la de´monstration du The´ore`me 4.2.7,
il semble possible de fournir une limite pour la distribution de toute variable ale´atoire de´finie
comme la somme de m configurations locales quelconques (ayant chacune k sommets positifs).
4.3 Etude de la vitesse de convergence
Dans la section pre´ce´dente, il a e´te´ prouve´ que la variable ale´atoire Xn(η) convergeait en
loi vers une loi de Poisson (The´ore`me 4.2.1). Cette nouvelle section a pour but de mesurer la
vitesse a` laquelle s’effectue cette convergence : c’est l’objet du The´ore`me 4.3.1. Il sera pre´sente´ et
commente´ dans la Section 4.3.1. La Section 4.3.2 est de´die´e a` sa de´monstration. Celle-ci repose
sur la me´thode de Chen-Stein : voir [2] ou l’Annexe B qui lui est consacre´e. Cette me´thode
s’applique au mode`le d’Ising dans le cas ferromagne´tique, elle requiert donc la positivite´ du
potentiel de paire b.
4.3.1 The´ore`me et commentaires
Dans toute cette section, nous conside´rons une configuration locale η de la bouleB(0, r) ayant
au moins un sommet positif (k(η) > 0). Le potentiel de surface a(n) est suppose´ satisfaire la
relation (4.1.1) :
e2a(n) = cn−d/k(η) ,
ou` c est une constante strictement positive. Dans ces conditions, le The´ore`me 4.2.1 affirme que
le nombre de copies de la configuration locale η dans le graphe Gn converge en loi vers la loi de
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Poisson de parame`tre ck(η)e−2bγ(η). Le The´ore`me 4.3.1 stipule que la vitesse de cette convergence
est au moins en n−d/k(η). Nous noterons encore L(X) la loi d’une variable ale´atoire X et P(λ) la
loi de Poisson de parame`tre λ.
The´ore`me 4.3.1 Supposons que le potentiel de surface a(n) satisfasse la relation (4.1.1) et que
le potentiel de paire b soit positif. Alors :
dV T
(L(Xn(η)),P(ck(η)e−2bγ(η))) = O(n−d/k(η)) .
Meˆme si le The´ore`me 4.3.1 ne fournit qu’une borne supe´rieure, nous pensons que n−d/k(η) est
le ve´ritable ordre de grandeur de la vitesse a` laquelle converge en distance en variation totale la
loi de Xn(η) vers sa limite P(ck(η)e−2bγ(η)) :
log dV T
(L(Xn(η)),P(ck(η)e−2bγ(η)))
log n−d/k(η)
→ 1 , (4.3.20)
quand n tend vers l’infini. Nous ne sommes malheureusement pas en mesure de le montrer mais
deux arguments motivent cette conjecture. Premie`rement, dans le cas, qui est le noˆtre (voir la
Section 4.3.2), d’une famille de variables ale´atoires indicatrices positivement relie´e (voir l’An-
nexe B pour une de´finition), la majoration fournie par la me´thode de Chen-Stein est le bon ordre
de grandeur : pour plus de de´tails, consulter le Chapitre 3 de [2]. Deuxie`mement, (4.3.20) a e´te´
de´montre´e par Ganesh et al. [34] dans le cas particulier d’une configuration locale η+ repre´sentant
un simple spin positif (r = 0, k(η+) = 1 et γ(η+) = 4). Leur me´thode, appele´e activity expansion,
consiste a` e´crire la densite´ ρ de spins positifs comme une se´rie entie`re en la variable d’“activite´”
z = e2a. D’une part, en utilisant la me´thode de Chen-Stein, ils obtiennent un re´sultat analogue au
The´ore`me 4.3.1 :
dV T
(L(Xn(η+)),P(ce−8b)) = O(n−d) .
D’autre part, ils prouvent l’existence d’une constante strictement positiveK = K(c, b) telle que :
|µa,b(Xn(η+) = 0)− e−ce−8b | = Kn−d(1 +O(n−d)) .
Signalons enfin que dans [29], Ferna´ndez et al. conside`rent les configurations locales comme des
contours, i.e. des surfaces d − 1-dimensionnelles connexes et ferme´es. Lorsque le potentiel de
paire b tend vers +∞, ils obtiennent une approximation poissonnienne pour le nombre de copies
de tout contour fixe´. De plus, cette convergence s’effectue a` vitesse exponentielle.
4.3.2 De´monstration
Cette section a pour objectif de de´montrer le The´ore`me 4.3.1. Ainsi, nous supposerons que le
potentiel de surface a(n) ve´rifie la relation (4.1.1)
e2a(n) = cn−d/k(η)
et que le potentiel de paire b est positif. Cette de´monstration repose sur la me´thode de Chen-
Stein. En vue d’appliquer la Proposition B.0.8 de l’Annexe B, il nous faudra exhiber une famille
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positivement relie´e de variables ale´atoires indicatrices ; ce seront les variables Iηx de´finies ci-
dessous. Durant toute la de´monstration, diffe´rentes caracte´risations de la distance en variation
totale, introduites dans l’Annexe A, seront utilise´es.
Avant toute chose, graˆce au Lemme 4.1.2 et en particulier a` la relation (4.1.4), la configuration
locale η sera suppose´e propre. Elle ve´rifiera donc les ine´galite´s (4.1.6) et (4.1.7) de la Proposition
4.1.3.
Afin d’alle´ger les notations, nous noterons encore une fois λ la quantite´ ck(η)e−2bγ(η).
Relativement a` la configuration locale η, de´finissons le sous-ensemble Cr(η) de Cr par :
Cr(η) = {η′ ∈ Cr, V+(η′) ⊃ V+(η)} .
Tout e´le´ment η′ de cet ensemble compte parmi ses sommets positifs ceux de la configuration
locale η. Il en posse`de donc au moins k(η). Plus pre´cise´ment, η est le seul e´le´ment de Cr(η) ayant
exactement k(η) sommets positifs, tous les autres en ont au moins k(η) + 1. A cet effet, nous
noterons C∗r (η) = Cr(η) \ {η}. Pour tout sommet x ∈ Vn, la variable ale´atoire Iηx est de´finie par :
Iηx =
∑
η′∈Cr(η)
Iη
′
x . (4.3.21)
Remarquons que Iηx est une fonction indicatrice : Iηx(σ) = 1 si les sommets positifs ne´cessaires a`
l’apparition de η sur la boule B(x, r) sont positifs pour la configuration σ, sans aucune condition
sur les spins des autres sommets. Autrement dit, Iηx est une fonction croissante (cf. la Section
2.2.2) :
σ ≤ σ′ =⇒ Iηx(σ) ≤ Iηx(σ′) .
Ainsi, sous l’hypothe`se b > 0, la Proposition B.0.9 affirme que la famille forme´e de ces indi-
catrices est positivement relie´e. Applique´e a` cette famille, la me´thode de Chen-Stein produira le
Lemme 4.3.4.
Par analogie avec (4.3.21), introduisons la variable ale´atoire, note´e Xn(η) et de´finie par :
Xn(η) =
∑
x∈Vn
Iηx
= Xn(η) +
∑
η′∈C∗r (η)
Xn(η
′) , (4.3.22)
dont l’espe´rance IEa,b[Xn(η)] sera simplement note´e λn.
L’ine´galite´ triangulaire assure que la distance en variation totale entre les lois L(Xn(η)) et P(λ)
est majore´e par :
dV T
(L(Xn(η)),L(Xn(η)))+ dV T (L(Xn(η)),P(λn))+ dV T (P(λn),P(λ)) ,
fournissant ainsi un plan naturel pour la de´monstration du The´ore`me 4.3.1. Nous allons montrer
que chacun des 3 termes composant la somme ci-dessus est un O(n−d/k(η)). Les cas du premier
et du dernier termes feront respectivement l’objet des Lemmes 4.3.2 et 4.3.3. La me´thode de
Chen-Stein, i.e. le Lemme 4.3.4, majore le terme dV T (L(Xn(η)),P(λn)) en fonction des deux
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premiers moments de Xn(η), i.e. son espe´rance et sa variance. Enfin, le Lemme 4.3.5 assure que
cette majoration est un O(n−d/k(η)).
Sous l’hypothe`se (4.1.1), le Lemme 4.1.1 assure que les configurations locales ayant strictement
plus de k(η) sommets positifs, en particulier celles de C∗r (η), ont une probabilite´ asymptotique
nulle d’apparaıˆtre dans le graphe. Par conse´quent, les variables Xn(η) et Xn(η) auront asympto-
tiquement le meˆme comportement et l’espe´rance de la premie`re, i.e. λn, sera proche de celle de
la seconde, donc e´galement proche de λ.
Lemme 4.3.2 La distance en variation totale entre la loi de Xn(η) et celle de Xn(η) satisfait :
dV T
(L(Xn(η)),L(Xn(η))) = O(n−d/k(η)) . (4.3.23)
De plus, il existe une constante strictement positive M3 telle que, pour tout n :
λ(1−M3e2a(n)) ≤ λn ≤ λ(1 +M3e2a(n)) . (4.3.24)
De´monstration Puisque nous disposons d’une e´galite´ reliant les variables Xn(η) et Xn(η) (re-
lation (4.3.22)), la caracte´risation de la distance en variation totale propose´e par la Proposition
A.0.4 est tout a` fait ade´quate :
dV T (µ, ν) = inf{IP(X 6= Y ), L(X) = µ et L(Y ) = ν} .
Nous obtenons :
dV T
(L(Xn(η)),L(Xn(η))) ≤ µa,b(Xn(η) 6= Xn(η))
≤ µa,b
 ∑
η′∈C∗r (η)
Xn(η
′) > 0

≤
∑
η′∈C∗r (η)
IEa,b[Xn(η′)] ,
car la variable
∑
η′ Xn(η
′) est a` valeurs entie`res. Or d’apre`s le Lemme 4.1.1, l’espe´rance de
Xn(η
′), η′ ∈ C∗r (η), tend vers 0 :
IEa,b[Xn(η′)] ≤ M1e2a(n)(k(η′)−k(η))
≤ M1e2a(n) .
L’ensemble C∗r (η) e´tant de cardinal fini, la distance en variation totale dV T (L(Xn(η)),L(Xn(η)))
est un O(e2a(n)), donc un O(n−d/k(η)) par la relation (4.1.1).
En utilisant les majorations pre´ce´dentes et en de´composant la variableXn(η) comme en (4.3.22),
nous obtenons un encadrement de son espe´rance λn :
IEa,b[Xn(η)] ≤ λn ≤ IEa,b[Xn(η)] + |C∗r (η)|M1e2a(n) .
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En combinant avec (4.1.7), il vient :
λ
(
1−M2e2a(n)
) ≤ λn ≤ λ (1 + |C∗r (η)|M1λ−1e2a(n)) .
Les constantes M1 et M2 sont respectivement issues du Lemme 4.1.1 et de la Proposition 4.1.3.
Elles sont inde´pendantes de la taille n du graphe. L’encadrement final de λn est obtenu en posant :
M3 = max{M2, |C∗r (η)|M1λ−1} .

Le Lemme 4.3.2 affirme en particulier que la diffe´rence entre λn et λ tend vers 0 comme e2a(n).
Par conse´quent, les deux lois de Poisson dont λn et λ sont les parame`tres seront proches l’une de
l’autre.
Lemme 4.3.3 La distance en variation totale entre les lois de Poisson P(λn) et P(λ) satisfait :
dV T (P(λn),P(λ)) = O(n−d/k(η)) . (4.3.25)
De´monstration La caracte´risation de la distance en variation totale propose´e par la relation
(A.0.2) de l’Annexe A est adapte´e a` la situation :
dV T (µ, ν) =
1
2
∑
m≥1
|µ(m)− ν(m)| .
Fixons un entier m ≥ 1. La relation (4.3.24) fournit un encadrement de la diffe´rence λmn e−λn −
λme−λ. Par conse´quent :
|e−λn λ
m
n
m!
− e−λλ
m
m!
| ≤ max{αm, βm}
ou` les re´els positifs αm et βm sont de´finis par
αm =
λme−λ
m!
(
eλM3e
2a(n)
(1 +M3e
2a(n))m − 1
)
et
βm =
λme−λ
m!
(
1− e−λM3e2a(n)(1−M3e2a(n))m
)
.
Finalement, la distance en variation totale entre les lois de Poisson de parame`tres λn et ck(η)e−2bγ(η)
est majore´e par :
dV T (P(λn),P(λ)) ≤ 1
2
∑
m≥1
max{αm, βm} .
Afin d’obtenir (4.3.25), nous allons d’une part montrer que pour tout m, αm ≥ βm et d’autre part
que la se´rie de terme ge´ne´ral αm est unO(n−d/k(η)). Pour cela, conside´rons la fonction fm de´finie
par :
fm : ]− 1, 1[−→ R, x 7−→ (1 + x)meλx .
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Il est facile de ve´rifier que la fonction fm est convexe. Ainsi, pour 0 < x < 1, fm(0)−fm(−x) est
majore´ par fm(x)− fm(0). En prenant x =M3e2a(n) et en remarquant que fm(0) = 1, l’ine´galite´
de´sire´e αm ≥ βm est obtenue. Pour finir, donnons un e´quivalent pour
∑
m αm :∑
m≥1
αm = e
λ(1−M3e2a(n))
∑
m≥1
λm(1 +M3e
2a(n))m
m!
− e−λ
∑
m≥1
λm
m!
= e2λM3e
2a(n) − eλ(1−M3e2a(n)) − 1 + e−λ
qui tend vers 2λM3e2a(n) quand n tend vers l’infini. C’est donc un O(n−d/k(η)) par la relation
(4.1.1). 
Il ne reste plus qu’a` montrer que la distance en variation totale entre la loi de Xn(η) et la
loi de Poisson de parame`tre λn est un O(n−d/k(η)). La variable ale´atoire Xn(η) a e´te´ introduite
dans cette de´monstration dans le but de lui appliquer la me´thode de Chen-Stein. En effet, elle
est e´gale a` une somme de fonctions indicatrices croissantes : les variables Iηx , x ∈ Vn. Or, le
potentiel b e´tant positif, la famille forme´e de ces variables indicatrices est positivement relie´e (cf.
la Proposition B.0.9). La Proposition B.0.8 s’applique et produit le Lemme 4.3.4. L’unique e´tape
de la de´monstration du The´ore`me 4.3.1 utilisant la positivite´ de b re´side dans l’utilisation de la
Proposition B.0.9.
Soulignons au passage a` quel point le fait de supposer le mode`le d’Ising ferromagne´tique simpli-
fie, d’un point de vue the´orique, la situation. En effet, dans le cas ge´ne´ral (b ∈ R), l’e´tude de tous
les moments de la variable Xn(η) nous permettait d’obtenir sa distribution asymptotique, alors
que dans le cas ferromagne´tique (b ≥ 0), celle de ses deux premiers moment suffit.
Lemme 4.3.4 La distance en variation totale entre la loi de Xn(η) et la loi de Poisson de pa-
rame`tre λn satisfait :
dV T
(L(Xn(η)),P(λn)) ≤ 1
λn
(
V ara,b[Xn(η)]− λn + 2
∑
x∈Vn
IEa,b[Iηx ]2
)
. (4.3.26)
Une particularite´ de la loi de Poisson re´side dans le fait que sa variance et son espe´rance
sont e´gales. Bien que ce ne soit pas une caracte´risation, l’ine´galite´ (4.3.26) signifie que, puisque∑
x∈Vn
IEa,b[Iηx ]2 tend vers 0 quand n→ +∞, la distance entreL(Xn(η)) et P(λn) est essentielle-
ment controˆle´e par la diffe´rence entre la variance et l’espe´rance de Xn(η). De bonnes estimations
des deux premiers moments de la variable ale´atoire Xn(η) montrent que cette diffe´rence est un
O(n−d/k(η)). Le cas du moment d’ordre 1 deXn(η), i.e. son espe´rance λn, est traite´ par le Lemme
4.3.2. Le prochain re´sultat concerne son moment d’ordre 2 :
Lemme 4.3.5 Le moment d’ordre 2 de la variableXn(η), i.e.M2(Xn(η)) = IEa,b[Xn(η)(Xn(η)−
1)], satisfait :
M2(Xn(η)) = λ
2 +O(n−d/k(η)) .
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Nous de´montrerons ce re´sultat a` la fin de cette section. Examinons tout d’abord de quelle
manie`re il nous permet de conclure, i.e. de prouver que la distance en variation totale entre la loi
de Xn(η) et P(λn) est un O(n−d/k(η)). Commenc¸ons par e´crire :∑
x∈Vn
IEa,b[Iηx ]2 =
λ2n
nd
et
V ara,b[Xn(η)] =M2(Xn(η)) + λn − λ2n .
L’ine´galite´ (4.3.26) devient
dV T
(L(Xn(η)),P(λn)) ≤ 1
λn
(
M2(Xn(η))− λ2n +
2λ2n
nd
)
.
Comme λn converge vers ck(η)e−2bγ(η) quand n tend vers l’infini, il suffit de montrer que :
M2(Xn(η))− λ2n +
2λ2n
nd
= O(n−d/k(η)) .
C’est clairement le cas du rapport λ2n/nd puisque par hypothe`se l’entier k(η) est non nul. C’est
tout aussi e´vident pour le terme M2(Xn(η))− λ2n graˆce au Lemme 4.3.5. En effet, il stipule qu’il
existe une constante M4 telle que pour tout n,
M2(Xn(η)) ≤ λ2 +M4e2a(n) .
La minoration de λn fournie par (4.3.24) produit alors :
M2(Xn(η))− λ2n ≤M4e2a(n) + λ2
(
2M3e
2a(n) −M23 e4a(n)
)
,
qui est bien un O(e2a(n)), i.e. un O(n−d/k(η)).
Il s’agit pour finir de de´montrer le Lemme 4.3.5, i.e. prouver l’existence d’une constante C > 0
telle que pour tout n, la diffe´rence M2(Xn(η)) − λ2 soit majore´e par Cn−d/k(η). En utilisant la
relation d’e´quivalence de connexite´ introduite dans la Section 4.2.2, nous e´crirons le moment
d’ordre 2 de Xn(η) comme une somme (relation (4.3.27)) dont l’un des termes est la quantite´
M ′2(Xn(η)) (cf. relation (4.2.11)). C’est de ce terme que provient la contribution λ2, tous les
autres tendant vers 0 comme e2a(n).
De´monstration (du Lemme 4.3.5) Quelques notations introduites lors de la de´monstration du
The´ore`me 4.2.1 nous seront utiles, notamment la relation d’e´quivalence dite de connexite´ entre
boules de meˆme rayon. Rappelons ainsi que, pour s = 1, 2, C2(s) de´signe l’ensemble des couples
de sommets (x1, x2) dont l’ensemble {B(x1, r), B(x2, r)} forme´ des boules de centre x1 et x2
et de rayon r se de´compose sous l’action de la relation de connexite´ en s classes d’e´quivalence.
Autrement dit, le couple (x1, x2) appartient a` C2(1) si dist(x1, x2) ≤ 2r + 1 et a` C2(2) sinon. Le
moment d’ordre 2 de Xn(η) s’e´crit donc sous la forme :
M2(Xn(η)) =
2∑
s=1
IEa,b
 ∑
(x1,x2)∈C2(s)
I
η
x1
× Iηx2
 .
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Pour tout sommet x, chacune des variables indicatrices Iηx se de´compose comme la somme des
Iη
′
x , η
′ ∈ Cr(η). Nous obtenons ainsi une nouvelle e´criture pour M2(Xn(η)) :
M2(Xn(η)) =
∑
η1,η2∈Cr(η)
(
E1(η1, η2) + E
2(η1, η2)
)
, (4.3.27)
ou` pour s = 1, 2 la quantite´ Es(η1, η2) est de´finie par :
Es(η1, η2) = IEa,b
 ∑
(x1,x2)∈C2(s)
Iη1x1I
η2
x2
 .
Soit (η1, η2) un couple d’e´le´ments de Cr(η). Il est essentiel de rappeler qu’un seul e´le´ment de cet
ensemble admet exactement k(η) sommets positifs, c’est justement la configuration locale η, et
que tous les autres en admettent strictement plus.
Occupons-nous tout d’abord du cas s = 1 ; conside´rons un couple de sommets (x1, x2) ∈ C2(1).
Ces deux sommets sont distants l’un de l’autre d’au plus 2r + 1. L’e´ve´nement
Iη1x1 = I
η2
x2
= 1
implique la pre´sence d’au moins k(η)+1 sommets positifs dans la boule de centre x1 et de rayon
2r+1. De`s lors, si C>k(η)2r+1 de´signe l’ensemble des configurations locales de la boule B(0, 2r+ 1)
ayant au moins k(η) + 1 sommets positifs, il s’ensuit que :
µa,b(I
η1
x1
= Iη2x2 = 1) ≤
∑
ζ∈C
>k(η)
2r+1
IEa,b[Iζx1 ]
≤ n−d
∑
ζ∈C
>k(η)
2r+1
IEa,b[Xn(ζ)]
≤ n−d |C>k(η)2r+1 |M1 e2a(n) ,
par le Lemme 4.1.1. Cette majoration e´tant valable pour tout couple (x1, x2) appartenant a` C2(1),
nous en de´duisons :
E1(η1, η2) ≤ C |C>k(η)2r+1 |M1 e2a(n) ,
ou` la constante C > 0 a e´te´ introduite par le Lemme 4.2.5. Autrement dit, E1(η1, η2) est un
O(e2a(n)) et donc e´galement un O(n−d/k(η)) par (4.1.1).
Passons de´sormais au cas s = 2 et supposons donne´ un couple (x1, x2) ∈ C2(2). Des techniques
de´ja` utilise´es dans la Section 4.2.2 nous permettent d’e´crire :
IEa,b
[
Iη1x1I
η2
x2
]
= IEa,b
[
2∏
i=1
µa,b
(
Iηixi = 1|F(δB(xi, r))
)]
. (4.3.28)
A ce moment de la de´monstration, deux cas sont a` distinguer. Supposons dans un premier temps
que η1 et η2 soient toutes les deux e´gales a` la configuration locale η. Alors, par la Proposition
4.1.3,
IEa,b
[
Iηx1I
η
x2
] ≤ n−2dλ2
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et E1(η, η) est majore´ par λ2. Dans le cas contraire, au moins l’une des deux configurations
locales η1, η2 ∈ Cr(η) est diffe´rente de η. En particulier, on peut affirmer que l’une des deux
admet strictement plus de k(η) sommets positifs, l’autre en admettant au moins k(η) :
k(η1) + k(η2) ≥ 2k(η) + 1 .
Ainsi, en combinant le Lemme 4.1.1 et la relation (4.3.28), il vient :
E2(η1, η2) ≤ M21 e2a(n)(k(η1)+k(η2)−2k(η))
= O(e2a(n)) .
La relation e2a(n) = cn−d/k(η) permet de conclure. 
4.4 Distance entre configurations locales
A la fonction seuil de la proprie´te´ Xn(η) > 0, le nombre de copies dans le graphe de la
configuration locale η suit une loi de Poisson. Asymptotiquement, il y en aura donc presque
suˆrement un nombre fini. Une question naturelle consiste a` se demander quelle distance se´pare
deux copies quelconques de η dans le graphe. Nous n’avons malheureusement en notre possession
aucune re´ponse ferme a` cette question. Ne´anmoins le The´ore`me 4.4.1 montre la voie a` suivre. Ce
re´sultat, e´nonce´ et commente´ dans la Section 4.4.1, renseigne sur la distance typique a` laquelle se
trouvent les plus proches sommets positifs d’une occurrence donne´e de η. Sa de´monstration fait
l’objet de la Section 4.4.2.
4.4.1 The´ore`me et commentaires
Soit η une configuration locale de la boule B(0, r) ayant au moins un sommet positif (k(η) >
0). Nous nous plac¸ons une fois de plus a` la fonction seuil n−d/k(η) de la proprie´te´ Xn(η) > 0.
Pre´cise´ment, le potentiel de surface a(n) sera suppose´ satisfaire :
e2a(n) = n−d/k(η) . (4.4.29)
N’intervenant pas dans cette nouvelle e´tude, la constante c apparaissant dans la relation (4.1.1) est
fixe´e a` la valeur 1. Sous cette hypothe`se, nous savons d’apre`s le The´ore`me 4.2.1 que le nombre
de copies de la configuration locale η dans le graphe Gn converge en loi vers la loi de Poisson
de parame`tre e−2bγ(η). En particulier, le nombre de copies de η dans le graphe est fini avec une
probabilite´ qui tend vers 1. Fixons alors un sommet x et notons C(x, r, R) la couronne de centre
x et de rayons r et R(> r) :
C(x, r, R) = {y ∈ Vn, r < dist(x, y) ≤ R} .
Supposons qu’une copie de la configuration locale η apparaisse sur la boule de centre x et de
rayon r. Le Lemme 4.1.1 affirme qu’alors tous les sommets de la couronne C(x, r, R) auront des
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spins ne´gatifs. Autrement dit, en notant I(+, R) l’e´ve´nement “il existe (au moins) un sommet
positif dans la couronne C(x, r, R)”, il vient :
lim
n→+∞
µa,b(I(+, R)|Iηx = 1) = 0 .
Qu’advient-il de cette limite si le rayon R de´pend de n et tend vers l’infini ? Le The´ore`me 4.4.1
re´pond a` cette question.
The´ore`me 4.4.1 Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, nous avons
R(n) n1/k(η) =⇒ lim
n→+∞
µa,b(I(+, R(n))|Iηx = 1) = 0
et
R(n) n1/k(η) =⇒ lim
n→+∞
µa,b(I(+, R(n))|Iηx = 1) = 1 .
Le The´ore`me 4.4.1 pre´voit donc un phe´nome`ne de seuil pour la probabilite´ conditionnelle
µa,b(I(+, R(n))|Iηx = 1). Il s’interpre`te comme suit. Si R(n)n−1/k(η) tend vers 0 alors, avec une
probabilite´ qui tend vers 1, tout les sommets de la couronne C(x, r, R(n)) seront ne´gatifs. Inver-
sement, si R(n)n−1/k(η) tend vers +∞ alors, avec une probabilite´ qui tend vers 1, la couronne
C(x, r, R(n)) contiendra au moins un sommet positif.
Remarquons qu’a` la diffe´rence de la proprie´te´ Xn(η) > 0, la fonction seuil propose´e ci-dessus ne
de´pend pas de la dimension d : cela s’explique simplement par le fait que cette dernie`re concerne
un rayon et non plus un volume. Elle est e´galement de´croissante en l’entier k(η). Plus le nombre
de sommets positifs formant la configuration locale η est grand, plus la largeur de la couronne de
sommets ne´gatifs ceinturant l’une de ses occurrences est e´troite. Il faut en effet comprendre que
se placer a` la fonction seuil d’une configuration locale ayant beaucoup de sommets positifs force
le potentiel de surface a(n) a` tendre moins vite vers −∞ et donc a` tole´rer dans tout le graphe un
plus grand nombre de sommets positifs.
En se penchant sur le cas de l’inde´pendance entre les sommets (b = 0), un re´sultat du type du
The´ore`me 4.4.1 e´tait pre´visible. En effet, sous l’hypothe`se (4.4.29), le nombre moyen de sommets
positifs dans la boule B(0, R(n)) est logarithmiquement e´quivalent a` :
R(n)d × e2a(n) = R(n)d × n dk(η) .
Par conse´quent, si R(n) n1/k(η) (resp. R(n) n1/k(η)) le nombre moyen de sommets positifs
de B(0, R(n)) tend vers 0 (resp. +∞). D’ailleurs, cet argument insiste sur le fait suivant : la
fonction seuil (pour le rayon R(n)) de la proprie´te´ “la boule B(0, R(n)) contient (au moins) un
sommet positif” devrait encore eˆtre n1/k(η).
Les sommets positifs les plus proches d’une copie donne´e de η sont donc a` distance de l’ordre de
n1/k(η). Mais le The´ore`me 4.4.1 ne pre´cise ni leur nombre, ni leur position les uns par rapport aux
autres : sont-ils groupe´s ou isole´s ? Notre point de vue se porterait vers la deuxie`me alternative.
Nous conjecturons que les sommets positifs apparaissant a` distance de l’ordre de n1/k(η) de ηx
(copie de η sur B(x, r)) sont e´loigne´s les uns des autres et que les plus proches groupements
forme´s de 2 sommets positifs apparaissent a` distance de l’ordre de n2/k(η) (voir la Figure 4.4).
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Plus ge´ne´ralement, nous pensons que les configurations locales (de B(0, r)) ayant 1 ≤ s ≤ k(η)
sommets positifs les plus proches de ηx sont a` distance de l’ordre de ns/k(η). En particulier, les
autres occurrences de η les plus proches de celle se re´alisant sur la boule B(x, r), i.e. de ηx,
seraient a` distance de l’ordre de n. L’entier n e´tant la taille du graphe, deux telles copies sont
donc tre`s espace´es. Il ne peut donc y en avoir qu’un nombre fini dans le graphe tout entier, ce qui
est confirme´ par le The´ore`me 3.2.1. Nous pensons que n est l’ordre de grandeur pour la distance
se´parant deux copies quelconques de la configuration locale η.
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FIG. 4.4 – Repre´sentation ge´ographique et sche´matique des sommets positifs les plus proches
d’une occurrence de la configuration locale η.
4.4.2 De´monstration
Fixons pour toute cette de´monstration un sommet x. Celle-ci se de´compose en deux e´tapes na-
turelles : nous montrerons la convergence de la probabilite´ conditionnelle µa,b(I(+, R(n))|Iηx =
1) vers 0 puis vers 1 selon le comportement asymptotique du rayon R(n).
Remarquons que la de´monstration de la Proposition 4.1.3 fournit un controˆle du de´nominateur.
Pour cela, associons a` η la configuration locale propre η˚ de la boule B(0, r + 1) de´finie par :
η˚(x) =
{
η(x) si x ∈ B(0, r) ,
−1 si dist(x, 0) = r + 1 .
Les configurations η et η˚ ont le meˆme nombre de sommets positifs et le meˆme pe´rime`tre :
k(η) = k(η˚) et γ(η) = γ(η˚) .
L’ine´galite´ (4.1.10), applique´e a` η˚, est valable pour toute configuration de δB(x, r + 1). Elle
s’applique donc a` son espe´rance, i.e. µa,b(I η˚x = 1). Il vient :
1
µa,b(I
η˚
x = 1)
≤ (1 +M2e2a(n))e2bγ(η)nd .
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Enfin, comme la re´alisation de η˚ sur B(x, r + 1) entraıˆne celle de η sur B(x, r), nous obtenons :
1
µa,b(I
η
x = 1)
≤ 1
µa,b(I
η˚
x = 1)
≤ (1 +M2e2a(n))e2bγ(η)nd . (4.4.30)
L’essentiel du travail consistera donc a` bien e´valuer la probabilite´ de l’intersection des e´ve´nements
I(+, R(n)) et Iηx = 1.
Supposons donc pour commencer que R(n) n1/k(η). Le cardinal de la couronne C(x, r, R(n)),
disons βn, est e´videmment majore´ par celui de la boule B(0, R(n)) et donc par (2ρR(n) + 1)d.
Puisque R(n)dn−d/k(η) tend vers 0, il en va de meˆme pour βnn−d/k(η) et donc aussi pour βne2a(n)
par l’hypothe`se (4.4.29).
Nous aurons besoin de l’ensemble CR(n)(η) forme´ des configurations locales de la bouleB(0, R(n))
ayant pour sommets positifs au moins ceux de η :
CR(n)(η) = {ζ ∈ CR(n), V+(ζ) ⊃ V+(η)} .
La terminologie utilise´e jusqu’a` pre´sent sera conserve´e : meˆme si cela devient impropre voire
trompeur, les configurations de cet ensemble seront toujours qualifie´es de “locales”. Les e´le´ments
de C∗R(n)(η) = CR(n)(η)\{η} posse`dent au moins k(η)+1 sommets positifs. Ce dernier ensemble
est introduit dans le but d’e´crire :
µa,b(I(+, R(n)) ∩ Iηx = 1) =
∑
ζ∈C∗
R(n)
(η)
µa,b(I
ζ
x = 1) ,
ou` l’e´ve´nement Iζx = 1 signifie que ζ apparaıˆt enB(x,R(n)). La bouleB(x,R(n)) sera d’ailleurs
note´e plus brie`vement Bn. Fixons ζ ∈ C∗R(n)(η). La marche a` suivre pour majorer µa,b(Iζx = 1)
est toujours la meˆme. Graˆce a` l’identite´
µa,b(I
ζ
x = 1) = IEa,b
[
µa,b
(
Iζx = 1|F(δBn)
)]
,
il suffit de majorer uniforme´ment en la configuration σ de δBn la probabilite´ conditionnelle
µa,b(I
ζ
x = 1|σ). Fixons donc σ ∈ W δBn . La relation (2.4.20) propose un majorant simple de
cette quantite´ :
µa,b(I
ζ
x = 1|σ) ≤ eH
Bn (ζxσ)−HBn (ζ0xσ) , (4.4.31)
ou` ζ0 de´signe l’e´le´ment de CR(n)(η) n’ayant que des sommets ne´gatifs. L’essentiel du travail
consiste de´sormais a` bien interpre´ter la diffe´rence entre les e´nergies localesHBn(ζxσ) etHBn(ζ0xσ).
L’expression de HBn(ζxσ) est donne´e par la formule (2.4.21) :
HBn(ζxσ) = a(2k(ζ)− β(R(n))) + b
 ∑
{y,z}∈En
y,z∈Bn
ζx(y)ζx(z) +
∑
{y,z}∈En
y∈Bn,z∈δBn
ζx(y)σ(z)
 .
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Le nombre de sommets positifs et le pe´rime`tre de la configuration locale ζ0 sont nuls. Ainsi, la
diffe´rence HBn(ζxσ)−HBn(ζ0xσ) vaut :
2a(n)k(ζ) + b
 ∑
{y,z}∈En
y,z∈Bn
ζx(y)ζx(z)− α(R(n))
+ b ∑
{y,z}∈En
y∈Bn,z∈δBn
(ζx(y) + 1)σ(z) .
Soit {y, z} une des α(R(n)) areˆtes de la boule B(0, R(n)). La quantite´ 1 − ζx(y)ζx(z) vaut 0 si
les sommets y et z ont le meˆme spin et 2 sinon. Par conse´quent,
1
2
α(R(n))− ∑
{y,z}∈En
y,z∈Bn
ζx(y)ζx(z)

e´nume`re le nombre d’areˆtes de Bn apportant une contribution de “+1” au pe´rime`tre γ(ζ). Afin
d’obtenir ce pe´rime`tre, il faut e´galement prendre en compte les areˆtes {y, z} dont l’un des deux
sommets appartient a` Bn et a un spin positif, et l’autre appartient a` δBn. On obtient finalement la
relation :
2γ(ζ) = α(R(n))−
∑
{y,z}∈En
y,z∈Bn
ζx(y)ζx(z) +
∑
{y,z}∈En
y∈Bn,z∈δBn
(1 + ζx(y)) . (4.4.32)
Dans le cas d’une configuration locale propre, la relation (4.4.32) e´tait de´ja` connue (voir la rela-
tion (2.4.23) a` la fin du Chapitre 2). Elle e´tait implicitement utilise´e pour donner une expression de
l’e´nergie locale d’une configuration locale propre faisant intervenir son pe´rime`tre (cf. (2.4.22)).
Cette nouvelle e´criture de γ(ζ) nous permet de re´e´crire la diffe´rence HBn(ζxσ)−HBn(ζ0xσ) :
HBn(ζxσ)−HBn(ζ0xσ) = 2a(n)k(ζ)− 2bγ(ζ) + b
∑
{y,z}∈En
y∈Bn,z∈δBn
(ζx(y) + 1)(1 + σ(z)) . (4.4.33)
Il nous faut de´sormais encadrer le dernier terme de (4.4.33) uniforme´ment en σ :
0 ≤
∑
{y,z}∈En
y∈Bn,z∈δBn
(ζx(y) + 1)(1 + σ(z)) ≤ 4γ(ζ) . (4.4.34)
La minoration est e´vidente. Ve´rifions la majoration. La somme ci-dessus ne concerne que les
sommets y ∈ Bn a` distance R(n) de x et ayant un sommet positif. Conside´rons un tel sommet
y et aussi un de ses voisins z appartenant a` δBn. L’areˆte ainsi forme´e contribue a` ajouter “+4” a`
4γ(ζ) et au plus “+4” a` la somme de (4.4.34) (1 + σ(z) peut eˆtre nul), d’ou` le re´sultat. Notons
que cette majoration est grossie`re car elle ne´glige totalement la configuration locale ζ (et donc
aussi son pe´rime`tre) a` l’inte´rieur de la boule.
§ 4.4 Distance entre configurations locales 101
Les ine´galite´s de (4.4.34) fournissent une majoration de HBn(ζxσ) − HBn(ζ0xσ) uniforme en la
configuration σ. Si le potentiel de paire b est positif, (4.4.33) implique :
HBn(ζxσ)−HBn(ζ0xσ) ≤ 2a(n)k(ζ) + 2bγ(ζ)
≤ (2a(n) + 2Vb) k(ζ) ,
car γ(ζ) ≤ Vk(ζ) est toujours vraie. Rappelons que V de´signe le nombre de voisins de tout
sommet du graphe Gn. Et si b est ne´gatif :
HBn(ζxσ)−HBn(ζ0xσ) ≤ 2a(n)k(ζ)− 2bγ(ζ)
≤ (2a(n)− 2Vb) k(ζ) .
Par (4.4.31), nous obtenons finalement que, pour toute configuration locale ζ ∈ C∗R(n)(η) :
µa,b(I
ζ
x = 1) ≤ e(2a(n)+2V|b|)k(ζ) .
En sommant sur l’ensemble C∗R(n)(η), l’ine´galite´ pre´ce´dente produit un majorant pour la probabi-
lite´ de l’intersection des e´ve´nements I(+, R(n)) et Iηx = 1 :
µa,b(I(+, R(n)) ∩ Iηx = 1) ≤
∑
ζ∈C∗
R(n)
(η)
e(2a(n)+2V|b|)k(ζ)
≤
βn∑
k=1
(
βn
k
)
e(2a(n)+2V|b|)(k(η)+k)
≤ e(2a(n)+2V|b|)k(η)
((
1 + e2a(n)+2V|b|
)βn − 1) .
Combine´e a` l’ine´galite´ (4.4.30), il vient :
µa,b(I(+, R(n))|Iηx = 1) ≤ (1 +M2e2a(n))e2bγ(η)nde(2a(n)+2V|b|)k(η)
((
1 + e2a(n)+2V|b|
)βn − 1)
≤ (1 +M2e2a(n))e2bγ(η)+2V|b|k(η)
(
eβne
2a(n)+2V|b| − 1
)
(4.4.35)
car par hypothe`se le produit nde2a(n)k(η) vaut 1. Ce n’est qu’ici qu’intervient le fait que R(n) 
n1/k(η). Puisque βne2a(n) tend vers 0, il en va de meˆme pour (4.4.35) et donc pour la probabilite´
conditionnelle µa,b(I(+, R(n))|Iηx = 1).
Nous supposerons dore´navant queR(n) n1/k(η). Notons I(−, R(n)) l’e´ve´nement comple´mentaire
de I(+, R(n)), i.e. l’e´ve´nement “tous les sommets de C(x, r, R(n)) sont ne´gatifs”. Il s’agit donc
de montrer que la probabilite´ conditionnelle µa,b(I(−, R(n))|Iηx = 1) tend vers 0 quand n tend
l’infini.
Soit ζ la configuration locale de CR(n) dont la restriction a` la boule B(0, r) est exactement η et
n’ayant que des sommets ne´gatifs sur la couronne C(x, r, R(n)) :
ζ(y) =
{
η(y) si y ∈ B(0, r) ,
−1 si y ∈ C(0, r, R(n)) .
102 - Chapitre4 -
Les configurations locales η et ζ ont par construction le meˆme nombre de sommets positifs et le
meˆme pe´rime`tre ; k(ζ) = k(η) et γ(ζ) = γ(η). L’e´le´ment ζ a e´te´ introduit afin d’e´crire :
µa,b(I(−, R(n)) ∩ Iηx = 1) = µa,b(Iζx = 1) .
Soit σ une configuration de δBn. Comme pre´ce´demment, une majoration de la probabilite´ condi-
tionnelle µa,b(Iζx = 1|σ) uniforme en σ produira une majoration de la probabilite´ µa,b(Iζx =
1). Pour ce faire, introduisons l’ensemble CpR(n) des configurations locales propres de la boule
B(0, R(n)). Par la relation (2.4.20), nous majorons la probabilite´ conditionnelle µa,b(Iζx = 1|σ)
par une expression ne concernant que les e´le´ments de CpR(n) :
µa,b(I
ζ
x = 1|σ) ≤
 ∑
ζ′∈Cp
R(n)
eH
Bn (ζ′xσ)−H
Bn (ζxσ)

−1
. (4.4.36)
Tout e´le´ment ζ ′ de CpR(n) e´tant propre, la relation (2.4.22) fournit une e´criture simple de son
e´nergie locale HBn(ζ ′xσ) :
HBn(ζ ′xσ) = a(2k(ζ
′)− β(R(n))) + b
α(R(n))− 2γ(ζ ′) + ∑
{y,z}∈En
y∈Bn,z∈δBn
(−1)σ(z)
 .
Puisque ζ appartient a` CpR(n), la diffe´rence HBn(ζ ′xσ) − HBn(ζxσ) est alors automatiquement
inde´pendante de σ :
HBn(ζ ′xσ)−HBn(ζxσ) = 2a(n)(k(ζ ′)− k(ζ)) + 2b(γ(ζ)− γ(ζ ′))
= 2a(n)(k(ζ ′)− k(η)) + 2b(γ(η)− γ(ζ ′)) .
Ce phe´nome`ne est entie`rement duˆ a` l’utilisation de l’ensemble CpR(n). De`s lors, si le potentiel de
paire b est positif, nous obtenons la minoration suivante :
HBn(ζ ′xσ)−HBn(ζxσ) ≥ −2a(n)k(η) + 2bγ(η) + (2a(n)− 2Vb) k(ζ ′) ,
en utilisant γ(ζ ′) ≤ Vk(ζ ′). Et si b est ne´gatif :
HBn(ζ ′xσ)−HBn(ζxσ) ≥ −2a(n)k(η) + 2bγ(η) + 2a(n)k(ζ ′) .
Afin de ne traiter qu’une seule alternative, nous utiliserons la notation suivante ; ε(b) vaut 2Vb
si b ≥ 0 et 0 sinon. Via la relation (4.4.36), la probabilite´ de l’intersection des e´ve´nements
I(−, R(n)) et Iηx = 1 est maintenant majore´e :
µa,b(I(−, R(n)) ∩ Iηx = 1) = µa,b(Iζx = 1)
≤ e
2a(n)k(η)−2bγ(η)∑
ζ′∈Cp
R(n)
e(2a(n)−ε(b))k(ζ′)
.
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La somme du de´nominateur de cette dernie`re fraction se calcule explicitement :
∑
ζ′∈Cp
R(n)
e(2a(n)−ε(b))k(ζ
′) =
β(R(n)−1)∑
k=0
(
β(R(n)− 1)
k
)
e(2a(n)−ε(b))k
=
(
1 + e2a(n)−ε(b)
)β(R(n)−1)
.
En effet, les e´le´ments de CpR(n) peuvent avoir jusqu’a` β(R(n) − 1) sommets positifs. Enfin, en
utilisant la majoration (4.4.30) de µa,b(Iηx = 1) et l’hypothe`se nde2a(n)k(η) = 1, il vient :
µa,b(I(−, R(n))|Iηx = 1) ≤
(1 +M2e
2a(n))
(1 + e2a(n)−ε(b))β(R(n)−1)
.
Il suffit pour conclure de ve´rifier que le de´nominateur tend vers +∞. L’hypothe`seR(n) n1/k(η)
implique que R(n)dn−
d
k(η) = R(n)de2a(n) tend vers +∞. Par (2.4.18), β(R(n) − 1) ≥ β1 ×
(R(n)− 1)d donc le produit β(R(n)− 1)e2a(n) tend aussi vers +∞. Par conse´quent,
lim
n→+∞
(
1 + e2a(n)−ε(b)
)β(R(n)−1)
= lim
n→+∞
eβ(R(n)−1)e
2a(n)
= +∞ .
4.5 Autres approximations poissonniennes
L’objectif de cette section est de fournir une limite pour la probabilite´ pour le maximum de
formules de la logique du premier ordre. Nous nous appuierons pour cela sur les re´sultats d’ap-
proximations poissonniennes pre´ce´demment obtenus. En particulier, le The´ore`me 4.2.1 fournit la
probabilite´ asymptotique de toute une classe de formules e´le´mentaires de la logique du premier
ordre : les descriptions locales ∃x,D(x). Le The´ore`me de Gaifman (The´ore`me 3.1.8) nous invite
a` ge´ne´raliser nos re´sultats en s’inte´ressant aux cas des assertions locales puis des formules lo-
cales basiques. Dans la Section 4.5.1, un re´sultat concernant les assertions locales sera facilement
obtenu graˆce au The´ore`me 4.2.7. Les formules locales basiques sont des formules complexes et
de´terminer une limite pour leur probabilite´ s’ave´rera fastidieux (voir Section 4.5.2).
4.5.1 Probabilite´ asymptotique d’une assertion locale
Dans toute cette section, nous conside´rerons une assertion locale ∃x, ψ(x) de la logique du
premier ordreL1(R). Elle sera suppose´e satisfiable (sinon sa probabilite´ est nulle). Rappelons que
l’ensemble de de´finitionD(ψ) de l’assertion ψ(x) de´signe l’ensemble des descriptions comple`tes
D ∈ Dr l’impliquant, i.e. telles que D(x)→ ψ(x). Ainsi :
∃x, ψ(x)↔
∨
D∈D(ψ)
∃x, D(x) .
L’indice k(ψ) = minD∈D(ψ) k(D) de l’assertion locale ∃x, ψ(x) sera suppose´ strictement positif.
Dans le cas ou` k(ψ) est nul, la probabilite´ de cette assertion locale tend toujours vers 1. Nous nous
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placerons donc a` la fonction seuil de la formule ∃x, ψ(x) en imposant au potentiel de surface a(n)
de ve´rifier :
e2a(n) = cn−d/k(ψ) , (4.5.37)
ou` c est une constante strictement positive. Afin d’utiliser le The´ore`me 4.2.7, il nous faudra ex-
traire de l’ensemble de de´finitionD(ψ) une famille de descriptions comple`tes de´crivant entie`rement
et sans redondance l’assertion ψ(x).
Definition 4.5.1 Soit ∃x, ψ(x) une assertion locale satisfiable. Un sous-ensembleD0(ψ) deD(ψ)
sera dit fide`le a` ψ si :
1. ∀D ∈ D0(ψ), k(D) = k(ψ) ;
2. Si τ est une translation de Vn, alors D,D′ ∈ D0(ψ) et τ(VC(D)) = VC(D′) implique
D = D′ ;
3. D ∈ D(ψ) et k(D) = k(ψ) implique qu’il exite une translation τ de Vn et une description
comple`te D′ ∈ D0(ψ) telles que τ(VC(D)) = VC(D′).
Tous les ensembles fide`les a` ψ ont le meˆme cardinal. Il sera appele´ indice de fide´lite´ de ψ et sera
note´ fid(ψ).
Autrement dit, si une description comple`teD ∈ D(ψ) ve´rifie k(D) = k(ψ) alors son ensemble
de sommets positifs VC(D) est repre´sente´, a` translation pre`s, par un et un seul e´le´ment deD0(ψ).
Fixons donc un ensemble D0(ψ) ⊂ D(ψ) fide`le a` ψ et notons-le :
D0(ψ) = {D1, . . . , Dfid(ψ)} .
Le re´sultat suivant affirme que la limite de la probabilite´ de l’assertion locale ∃x, ψ(x) ne de´pend
que des descriptions locales appartenant a` l’ensemble D0(ψ).
Lemme 4.5.2 Supposons que le potentiel de surface a(n) satisfasse (4.5.37). Notons ψ′ l’asser-
tion dont l’ensemble de de´finition D(ψ′) est e´gal a` l’ensemble D0(ψ) :
∃x, ψ′(x)↔
∨
D∈D0(ψ)
∃x, D(x) .
Alors, les probabilite´s des assertions locales ∃x, ψ(x) et ∃x, ψ′(x) convergent vers la meˆme li-
mite, si celle-ci existe.
De´monstration NotonsD′(ψ) le sous-ensemble deD(ψ) forme´ des descriptions comple`tes d’in-
dice e´gal a` k(ψ) et F la disjonction correspondante :∨
D∈D′(ψ)
∃x, D(x) .
Les inclusions D0(ψ) ⊂ D′(ψ) ⊂ D(ψ) impliquent alors :
∃x, ψ′(x) → F → ∃x, ψ(x)
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et donc e´galement les ine´galite´s :
µa,b(∃x, ψ′(x)) ≤ µa,b(F ) ≤ µa,b(∃x, ψ(x)) .
Il s’agit donc de prouver que les deux quantite´s extreˆmes ont la meˆme limite quand n tend vers
l’infini. Remarquons tout d’abord que
0 ≤ µa,b(∃x, ψ(x))− µa,b(F ) = µa,b
 ∨
D∈D(ψ)\D′(ψ)
∃x, D(x)

tend vers 0 quand n tend vers +∞. En effet, la fonction seuil s(n) de la disjonction ci-dessus
satisfait s(n)  n−d/k(ψ). Les probabilite´s des formules F et ∃x, ψ(x) convergent donc vers la
meˆme limite si celle-ci existe. La dernie`re e´tape de la de´monstration consiste a` montrer qu’il en
est de meˆme pour les probabilite´s des formules ∃x, ψ′(x) et F . Commenc¸ons par e´crire :
0 ≤ µa,b(F )− µa,b(∃x, ψ′(x)) = µa,b(F ∧ ¬(∃x, ψ′(x)))
≤
∑
D∈D′(ψ)\D0(ψ)
µa,b(∃x, D(x) ∧ ¬(∃x, ψ′(x))) .
Fixons une description comple`te D ∈ D′(ψ) \ D0(ψ). D’apre`s le point 3. de la De´finition 4.5.1,
il existe Di ∈ D0(ψ) ayant, a` translation pre`s, le meˆme ensemble de sommets positifs que la
description comple`te D :
µa,b(∃x, D(x) ∧ ¬(∃x, ψ′(x))) ≤ µa,b(∃x, D(x) ∧ ¬(∃x, Di(x))) .
Or l’e´ve´nement ∃x,D(x) ∧ ¬(∃x,Di(x)) implique l’existence d’une boule B(x, r) sur laquelle
se re´alise la description comple`te D et la pre´sence d’au moins un sommet positif quelque part
dans la couronne C(x, r, 3r) empeˆchant ainsi la re´alisation de Di. Il implique donc la pre´sence
localise´e d’au moins k(ψ)+1 sommets positifs (voir la Figure 4.3). Sa probabilite´ tend donc vers
0 sous l’hypothe`se (4.5.37). L’ensemble D′(ψ) \ D0(ψ) e´tant de cardinal fini, on en de´duit que
µa,b(∃x, ψ′(x)) et µa,b(F ) ont la meˆme limite quand n tend vers l’infini :
0 ≤ µa,b(F )− µa,b(∃x, ψ′(x)) → 0 ,
si celle-ci existe. 
Pour tout 1 ≤ i ≤ fid(ψ), notons ηi la configuration locale associe´e a` Di et γi son pe´rime`tre.
Notons de plusXn la somme des occurrences dans le graphe des configurations locales η1, . . . , ηfid(ψ) :
Xn =
fid(ψ)∑
i=1
Xn(ηi) .
Nous avons par construction :
µa,b(Xn > 0) = µa,b
 ∨
D∈D0(ψ)
∃x, D(x)
 .
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Ainsi, d’apre`s le Lemme 4.5.2, les probabilite´s de l’e´ve´nement Xn > 0 et de l’assertion locale
∃x, ψ(x) convergent vers la meˆme limite, a` condition que celle-ci existe. C’est justement dans le
but de prouver l’existence d’une telle limite que le sous-ensemble D0(ψ) a e´te´ extrait de D(ψ).
En effet, les points 1. et 2. de la De´finition 4.5.1 obligent la famille forme´e des configurations
locales η1, . . . , ηfid(ψ) a` eˆtre incompatible (voir la De´finition 4.2.6). Par conse´quent, le The´ore`me
4.2.7 implique que la variable ale´atoire Xn converge en loi vers la loi de Poisson de parame`tre :
ck(ψ)
fid(ψ)∑
i=1
e−2bγi .
On en de´duit le re´sultat suivant :
Proposition 4.5.3 Supposons que le potentiel de surface a(n) satisfasse (4.5.37). Avec les no-
tations pre´ce´dentes, la probabilite´ de l’assertion locale ∃x, ψ(x) converge quand n tend vers
l’infini vers la limite :
lim
n→+∞
µa,b(∃x, ψ(x)) = 1− e−ck(ψ)
∑fid(ψ)
i=1 e
−2bγi .
Notons enfin que la limite propose´e ci-dessus ne de´pend pas du choix de l’ensemble D0(ψ).
En effet, elle ne de´pend que de l’ensemble des pe´rime`tres {γ1, . . . , γfid(ψ)} qui reste invariant
quel que soit le choix de l’ensemble D0(ψ).
4.5.2 Probabilite´ asymptotique d’une formule locale basique incompatible
Apre`s avoir de´montre´ une approximation poissonnienne pour les assertions locales (cf. la sec-
tion pre´ce´dente), nous nous proposons de´sormais d’e´tudier le cas de formules plus e´labore´es : les
formules locales basiques. Le re´sultat principal de cette section, le The´ore`me 4.5.5, ne concerne
que certaines d’entre elles, celles satisfaisant une hypothe`se d’incompatibilite´.
Conside´rons donc une formule locale basique L satisfiable et dont l’indice k(L) est non nul :
∃x1 . . . ∃xm
( ∧
1≤i<j≤m
dist(xi, xj) > 2r
)
∧
( ∧
1≤i≤m
ψi(xi)
)
.
Rappelons que l’indice k(L) de la formule locale basique L est e´gal au plus grand des indices
k(ψi), 1 ≤ i ≤ m (cf. De´finition 3.3.2). Quitte a` e´changer les indices, nous pouvons supposer
sans perte de ge´ne´ralite´ que, pour m′ ≤ m,
k(ψ1) = . . . = k(ψm′) = k(L)
et que, au cas ou` m′ < m, pour tout indice i satisfaisant m′ + 1 ≤ i ≤ m, on ait
k(ψi) < k(L) .
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Afin d’obtenir une limite non triviale pour la proprie´te´ L, il convient de se placer a` sa fonction
seuil n−d/k(L) (voir la Proposition 3.3.3) en imposant au potentiel de surface a(n) de satisfaire :
e2a(n) = cn−d/k(L) , (4.5.38)
ou` c est une constante strictement positive. Pour tout indice 1 ≤ i ≤ m′, choisissons un ensemble
de descriptions comple`tes fide`le a` l’assertion ψi que nous noterons par
D0(ψi) = {Di,1, . . . , Di,fid(ψi)} .
Pour tous 1 ≤ i ≤ m′ et 1 ≤ j ≤ fid(ψi), la configuration locale associe´e a` la description
comple`te Di,j sera note´e ηi,j et son pe´rime`tre γi,j. Nous savons que chacune des familles forme´es
des configurations locales ηi,1, . . . , ηi,fid(ψi) est incompatible. C’est quasiment la de´finition de
l’ensemble D0(ψi). Toutefois, ce n’est pas force´ment le cas de leur re´union, d’ou` la de´finition
suivante :
Definition 4.5.4 Avec les notations pre´ce´dentes, la formule locale basique L sera dite incompa-
tible si
{ηi,j, 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ fid(ψi)}
est une famille incompatible de configurations locales.
Nous sommes de´sormais en mesure d’e´noncer le re´sultat principal de cette section :
The´ore`me 4.5.5 Supposons que le potentiel de surface a(n) satisfasse (4.5.38). Avec les nota-
tions pre´ce´dentes, si la formule locale basique L est incompatible alors :
lim
n→+∞
µa,b(L) =
m′∏
i=1
(
1− e−ck(L)
∑fid(ψi)
j=1 e
−2bγi,j
)
. (4.5.39)
D’apre`s le The´ore`me 4.5.5, la limite de la probabilite´ de la formule locale basiqueL ne de´pend
pas des assertions ψi d’indice k(ψi) strictement infe´rieur a` k(L). En effet, sous l’hypothe`se
(4.5.38), celles-ci sont de´ja` pre´sentes (en tre`s grand nombre) dans le graphe avec probabilite´
1. Seules les assertions d’indice e´gal a` k(L) vont intervenir puisque :
lim
n→+∞
µa,b(L) =
m′∏
i=1
lim
n→+∞
µa,b(∃x, ψi(x)) .
Cette identite´ met en relief un phe´nome`ne d’inde´pendance asymptotique : lorsque n → +∞, la
probabilite´ de la conjonction est e´gale au produit des probabilite´s. Ce phe´nome`ne d’inde´pendance
repose totalement sur le caracte`re incompatible de la famille de configurations locales
{ηi,j, 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ fid(ψi)}
de´crivant la formule locale basique L.
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De´monstration Conside´rons tout d’abord la formule L′ de´finie par :
∃x1 . . .∃xm′
( ∧
1≤i<j≤m′
dist(xi, xj) > 2r
)
∧
 ∧
1≤i≤m′
∨
1≤j≤fid(ψi)
Di,j(xi)
 .
Les formules L et L′ ont le meˆme indice k(L) = k(L′) > 0. La de´monstration se de´compose en
deux e´tapes : premie`rement, montrer que la probabilite´ de la formule L′ converge vers la quantite´
propose´e en (4.5.39) et deuxie`mement, que les probabilite´s des formules L et L′ tendent vers la
meˆme limite.
Remarquons en premier lieu que la formule L′ satisfait l’ine´galite´ :
µa,b(L
′) ≤ µa,b
m′⋂
i=1

fid(ψi)∑
j=1
Xn(ηi,j) > 0

 . (4.5.40)
Nous allons de´sormais montrer que le majorant ci-dessus converge vers la limite propose´e en
(4.5.39). Pour cela, utilisons la formule de Poincare´ :
µa,b
m′⋂
i=1

fid(ψi)∑
j=1
Xn(ηi,j) > 0

 =
1 +
m′∑
l=1
(−1)l
∑
1≤i1≤...≤il≤m′
µa,b
 l⋂
s=1

fid(ψis )∑
j=1
Xn(ηis,j) = 0

 .
Fixons un entier 1 ≤ l ≤ m′ ainsi que l indices 1 ≤ i1 ≤ . . . ≤ il ≤ m′. La famille forme´e
des configurations locales {ηis,j, 1 ≤ s ≤ l, 1 ≤ j ≤ fid(ψis)} est incompatible en tant que
sous-famille de la famille incompatible {ηi,j, 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ fid(ψi)}. Le The´ore`me 4.2.7
s’applique alors : la variable ale´atoire
l∑
s=1
fid(ψis )∑
j=1
Xn(ηis,j)
converge en loi vers la loi de Poisson de parame`tre
ck(L)
l∑
s=1
fid(ψi)∑
j=1
e−2bγis,j .
On en de´duit la limite suivante :
lim
n→+∞
µa,b
 l⋂
s=1

fid(ψis )∑
j=1
Xn(ηis,j) = 0

 = 1− lim
n→+∞
µa,b
 l∑
s=1
fid(ψis )∑
j=1
Xn(ηis,j) > 0

=
l∏
s=1
e−c
k(L)
∑fid(ψi)
j=1 e
−2bγis,j
.
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Toujours par la formule de Poincare´, nous obtenons une expression factorise´e de la limite du
majorant de l’ine´galite´ (4.5.40) :
lim
n→+∞
µa,b
m′⋂
i=1

fid(ψi)∑
j=1
Xn(ηi,j) > 0

 = 1 + m′∑
l=1
(−1)l
∑
1≤i1≤...≤il≤m′
l∏
s=1
e−c
k(L)
∑fid(ψi)
j=1 e
−2bγis,j
=
m′∏
i=1
(
1− e−ck(L)
∑fid(ψi)
j=1 e
−2bγi,j
)
.
Par conse´quent, la limite supe´rieure de la formule locale basique L′ est majore´e :
lim sup
n→+∞
µa,b(L
′) ≤
m′∏
i=1
(
1− e−ck(L)
∑fid(ψi)
j=1 e
−2bγi,j
)
.
Nous allons maintenant montrer que la quantite´ ci-dessus est e´galement un minorant pour la limite
infe´rieure de la probabilite´ de la formuleL′, terminant ainsi la premie`re e´tape de la de´monstration.
Nous aurons besoin de quelques notations supple´mentaires. Pour 1 ≤ i ≤ m′ et 1 ≤ j ≤ fid(ψi),
associons a` ηi,j, la configuration locale η¯i,j de la boule B(0, 3r) de´finie par :
η¯i,j(x) =
{
ηi,j(x) si x ∈ B(0, r) ,
−1 si x ∈ C(0, r, 3r) .
Les configurations locales ηi,j et η¯i,j ont le meˆme ensemble de sommets positifs : elles ont donc
le meˆme nombre de sommets positifs k(ηi,j) et le meˆme pe´rime`tre γi,j. Plus important, la famille
forme´e des configurations locales {η¯i,j, 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ fid(ψi)} est elle aussi incompa-
tible. Ceci entraıˆne l’implication logique suivante :
l∑
s=1
fid(ψis )∑
j=1
Xn(η¯is,j) > 0 −→ L′ . (4.5.41)
En effet, pour tout i, i′, supposons qu’il existe des indices 1 ≤ j ≤ fid(ψi) et 1 ≤ j′ ≤ fid(ψi′)
tels que Xn(η¯i,j) > 0 et Xn(η¯i′,j′) > 0. Alors, il existe des boules B(x, 3r) et B(x′, 3r) sur les-
quelles se re´alisent les configurations locales η¯i,j et η¯i′,j′ . Montrons qu’on a alors ne´cessairement
dist(x, x′) > 2r. L’implication logique (4.5.41) s’en de´duira aise´ment. Supposons en effet par
l’absurde que dist(x, x′) ≤ 2r. La boule B(x′, r) est donc incluse dans B(x, 3r). Ainsi, cette
dernie`re boule contient les sommets positifs ne´cessaires aux re´alisations des configurations lo-
cales η¯i,j et η¯i′,j′. Puisqu’elles sont incompatibles et que k(ηi,j) = k(η¯i,j), k(ηi,j) + 1 sommets
positifs sont donc pre´sents dans la boule B(x, 3r). Ce qui constitue une contradiction.
Par ailleurs, le raisonnement pre´ce´dent applique´ a` la quantite´
µa,b
m′⋂
i=1

fid(ψi)∑
j=1
Xn(ηi,j) > 0


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dans le but d’obtenir sa limite s’applique pareillement a`
µa,b
m′⋂
i=1

fid(ψi)∑
j=1
Xn(η¯i,j) > 0

 .
La famille {η¯i,j, 1 ≤ i ≤ m′, 1 ≤ j ≤ fid(ψi)} e´tant incompatible, le The´ore`me 4.2.7 s’appli-
quera et produira les meˆmes limites. En effet, celles-ci ne de´pendent pas du rayon de la boule
sur lesquelles les configurations locales sont de´finies mais seulement des ensembles de sommets
positifs V+(η¯i,j) qui sont identiques aux V+(ηi,j). Par conse´quent :
lim inf
n→+∞
µa,b(L
′) ≥ lim
n→+∞
µa,b
 l∑
s=1
fid(ψis )∑
j=1
Xn(η¯is,j) > 0

≥
m′∏
i=1
(
1− e−ck(L)
∑fid(ψi)
j=1 e
−2bγi,j
)
.
Il s’agit de´sormais de montrer que les probabilite´s des formules L et L′ ont la meˆme limite.
Commenc¸ons par introduire la formule locale basique L′′ comme e´tant la restriction de la formule
locale basique L aux assertions ψ1, . . . , ψm′ :
∃x1 . . .∃xm′
( ∧
1≤i<j≤m′
dist(xi, xj) > 2r
)
∧
( ∧
1≤i≤m′
ψi(xi)
)
.
La formule L′′ implique L′ donc µa,b(L′′) ≤ µa,b(L′). Cette ine´galite´ devient une e´galite´ lorsque
n tend vers l’infini. C’est une conse´quence du Lemme 4.5.2. Il ne reste donc plus qu’a` montrer
que les probabilite´s des formules L et L′′ convergent vers la meˆme limite, ce qui est loin d’eˆtre
surprenant. En effet, les assertions ψm′+1, . . . , ψm manquent a` L′′ pour avoir L. Or leurs indices
sont strictement infe´rieur a` k(L). Donc, sous l’hypothe`se (4.5.38), les assertions locales ∃x, ψi(x)
pour m′ + 1 ≤ i ≤ m sont satisfaites et meˆme un grand nombre de fois chacune d’apre`s la
Proposition 3.3.1. Les contraintes de distance sur les centres des boules sur lesquelles elles se
re´alisent ne seront donc pas difficiles a` obtenir.
Sim′ = m, il n’y a rien a` faire. Sinon, il suffit de montrer le re´sultat interme´diaire suivant. Soitm1
un entier tel que m′ ≤ m1 < m. Notons L1 la formule locale basique L restreinte aux assertions
ψ1, . . . , ψm1 :
∃x1 . . .∃xm1
( ∧
1≤i<j≤m1
dist(xi, xj) > 2r
)
∧
( ∧
1≤i≤m1
ψi(xi)
)
et L′1 la formule locale basique L restreinte aux assertions ψ1, . . . , ψm1+1 :
∃x1 . . .∃xm1+1
( ∧
1≤i<j≤m1+1
dist(xi, xj) > 2r
)
∧
( ∧
1≤i≤m1+1
ψi(xi)
)
.
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On sait que k(ψm1+1) < k(L). Montrons que les probabilite´s des formules L1 et L′1 tendent vers
la meˆme limite (en supposant que celle-ci existe).
Une des deux ine´galite´s est imme´diate. La formule L′1 implique L1 et donc µa,b(L′1) ≤ µa,b(L1).
Il s’agit alors de montrer que la diffe´rence
µa,b(L1)− µa,b(L′1) = µa,b(L1 ∧ ¬L′1)
tend vers 0 quand n tend vers l’infini. Pour la suite de la de´monstration, les cas k(ψm1+1) = 0
et k(ψm1+1) > 0 sont a` distinguer. Supposons pour commencer que k(ψm1+1) = 0. L’asser-
tion ψm1+1(x) est donc implique´e par la description comple`te forme´e uniquement de sommets
ne´gatifs. Notons ζ0 la configuration locale de la boule B(0, (m1 + 2)r) forme´e uniquement de
sommets positifs. Supposons de´montre´e l’implication logique :
Xn(ζ
0) > 0 −→ ¬L1 ∨ L′1 . (4.5.42)
Puisque k(ζ0) est nul, le The´ore`me 3.2.1 affirme que la probabilite´ de l’e´ve´nement Xn(ζ0) > 0
tend vers 1. En utilisant la contrapose´e de (4.5.42), nous en de´duisons que µa,b(L1 ∧ ¬L′1) tend
vers 0 et d’ou` le re´sultat. L’implication (4.5.42) est de´licate a` prouver. Supposons l’e´ve´nement
Xn(ζ
0) > 0 et la formule L1 vraie. Montrons que L′1 l’est aussi. Rappelons que k(ψ1) = . . . =
k(ψm′) = k(L) > 0. Notons s l’indice satisfaisant m′ ≤ s ≤ m1 et ∀i ≤ s, k(ψi) > 0 et ∀s <
i ≤ m1 + 1, k(ψi) = 0. D’une part, l’e´ve´nement Xn(ζ0) > 0 implique l’existence d’un sommet
x tel que la “grosse” boule B(x, (m1 + 2)r) ne soit forme´e que de sommets ne´gatifs. La boule
B(x,m1r) contient au moinsm1 boules disjointes de rayon r. Choisissons-enm1+1−(s+1)−1
(1 ≤ m1 + 1− (s+ 1)− 1 ≤ m1) que nous noterons
B(xs+1, r), . . . , B(xm1+1, r) .
Ces boules e´tant disjointes, les sommets xs+1, . . . , xm1+1 sont deux a` deux a` distance strictement
supe´rieure a` 2r l’un de l’autre. De plus, ils appartiennent a` la boule B(x, (m1− 1)r). Puisque les
assertions ψs+1, . . . , ψm1+1 sont d’indices nuls, elles se re´alisent sur les boules B(xs+1, r), . . . ,
B(xm1+1, r) : les faits ψs+1(xs+1), . . . , ψm1+1(xm1+1) sont vrais. D’autre part, d’apre`s la for-
mule L1, les assertions ψ1, . . . , ψs se re´alisent en des sommets, disons x1, . . . , xs, deux a` deux a`
distance strictement supe´rieure a` 2r l’un de l’autre. Pour que L′1 soit vraie, il ne reste plus qu’a`
ve´rifier que la distance entre deux sommets quelconques xi et xj , 1 ≤ i ≤ s et s+1 ≤ j ≤ m1+1,
soit strictement supe´rieure a` 2r. Supposons au contraire que dist(xi, xj) ≤ 2r. Comme xj appar-
tient a` la boule B(x, (m1 − 1)r), le sommet xi appartient force´ment a` B(x, (m1 + 1)r). Ainsi la
boule B(xi, r) est incluse dans B(x, (m1 + 2)r). Or k(ψi) > 0, donc il a au moins un sommet
positif dans la boule B(xi, r) donc aussi dans B(x, (m1 + 2)r), ce qui est impossible. L’implica-
tion (4.5.42) est de´montre´e.
Supposons maintenant que k(ψm1+1) > 0. Soit D une description comple`te de la boule B(0, r)
impliquant l’assertion ψm1+1 et de meˆme indice. Notons η la configuration locale associe´e et
construisons alors la configuration locale η¯ de la boule B(0, 3r) de la manie`re suivante :
η¯(x) =
{
η(x) si x ∈ B(0, r) ,
−1 si x ∈ C(0, r, 3r) .
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Par hypothe`se, son indice ve´rifie k(η¯) = k(η) = k(ψm1+1) < k(L). Ainsi, sous la condition
(4.5.38), la Proposition 3.3.1 implique que la probabilite´ de l’e´ve´nement Xn(η¯) > m1 + 1 tend
vers 1. De plus, des arguments du meˆme type que pre´ce´demment nous permettent de montrer
l’implication logique :
Xn(η¯) > m1 + 1 −→ ¬L1 ∨ L′1 .
Nous en de´duisons alors que les probabilite´s des formules L1 et L′1 tendent vers la meˆme limite.

Chapitre 5
Applications
Ce dernier chapitre propose deux applications des re´sultats obtenus pre´ce´demment : une esti-
mation des potentiels de surface a et de paire b du mode`le d’Ising (Section 5.2) et un algorithme
de de´bruitage d’images en niveaux de gris (Section 5.3). Dans les deux cas, l’ide´e est d’appliquer
les re´sultats d’approximations poissonniennes a` des configurations locales particulie`res dont les
ensembles de sommets positifs peuvent eˆtre assimile´s a` des animaux : voir la Proposition 5.1.2
de la Section 5.1. Dans cette optique, nous focaliserons notre attention sur le cas bidimensionnel
(d = 2) et celui de la 4-connexite´ (q = ρ = 1).
Les deux applications expose´es en Sections 5.2 et 5.3 font l’objet de deux articles, respectivement
[12] et [14].
5.1 Approximations poissonniennes pour des animaux
Cette section est consacre´e a` la notion d’animaux. Dans un premier temps, nous de´crirons
ces objets e´le´mentaires et les classerons selon leur taille et leur pe´rime`tre. Puis, en associant a`
chaque animal une configuration locale, nous fournirons une approximation poissonnienne pour
le nombre d’animaux de taille k et de pe´rime`tre γ apparaissant dans le graphe Gn.
Une composante 4-connexe (plane) est un sous-ensemble de sommets du graphe Gn voisins pour
la relation de 4-connexite´. Ces ensembles particuliers de sommets sont plus connus en combina-
toire sous le nom d’animaux ou de polyominos : voir par exemple [46].
Definition 5.1.1 Pour tout entier k ≥ 1, l’ensemble des animaux de taille k, note´ Ak, est l’en-
semble des composantes 4-connexes a` translation pre`s forme´es de k sommets. Son cardinal est
note´ ak.
Par exemple, les animaux de taille 4 sont exactement les pie`ces du ce´le`bre jeu Tetris. La Fi-
gure 5.1 propose quelques exemples. L’entier ak repre´sente ainsi le nombre de composantes 4-
connexes a` translation pre`s que l’on peut construire a` l’aide d’exactement k carre´s (de meˆme
taille) dans le plan. Il n’y a qu’un seul animal de taille 1, a2 = 2 de taille 2, a3 = 6 de taille 3,
a4 = 19 de taille 4... (voir la Figure 5.1). En fait, e´nume´rer les animaux de taille k est un proble`me
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a5 = 63
a6 = 216
a7 = 760
a8 = 2725
a9 = 9910
a10 = 36446
TAB. 5.1 – Les nombres d’animaux de taille k = 5 a` k = 10.
combinatoire tre`s difficile si bien qu’il n’existe aujourd’hui aucune formule pour ak en ge´ne´ral.
Seules les 47 premie`res valeurs de la suite (ak)k≥1 ont pu eˆtre de´termine´es graˆce a` des e´tudes
nume´riques1. La Table 5.1 contient quelques valeurs supple´mentaires.
La liste des 47 premie`res valeurs est disponible en Annexe C. La suite (ak)k≥1 semble croıˆtre
tre`s rapidement. En effet, dans [46], Klarner pre´cise son comportement asymptotique. Par un
argument de concate´nation, il montre que la suite (ak)k≥1 est sous-multiplicative, i.e. qu’elle
satisfait akak′ ≤ ak+k′. Par conse´quent, il existe une constante α que Klarner appelle the growth
constant telle que :
lim
k→+∞
(ak)
1/k = sup
k≥1
(ak)
1/k = α .
La valeur de α est inconnue. Elle est ne´anmoins borne´e, le meilleur encadrement actuellement est
3.9 < α < 4.65 ; consulter a` cet effet [9], [44] et [47]. Elle est estime´e nume´riquement a` α ' 4.06.
AA 1 2
FIG. 5.1 – A gauche sont repre´sente´s les a3 = 6 animaux de taille 3. A droite, figurent 4 des 19
animaux de taille 4 : le plus a` gauche est note´ A1 et le plus a` droite A2. Le pe´rime`tre de A1 est
e´gal a` 8 alors que celui de A2 vaut 10.
Il s’agit maintenant d’associer convenablement une configuration locale a` chaque animal.
Fixons pour cela une taille k ≥ 1 et un rayon r ≥ k. Comme auparavant, le rayon r ne joue
aucun roˆle. Il s’agit uniquement ici de s’assurer qu’il est possible d’inclure tout animal de taille
k dans une boule de rayon r.
Soit A ∈ Ak un animal de taille k. Notons Cr(A) l’ensemble des configurations locales de la
boule B(0, r) dont l’ensemble de sommets positifs est en bijection, au sens de la structure de
graphe, avec la composante 4-connexe repre´sentant l’animal A. A titre d’exemple, si A de´signe
l’unique animal de taille 1, l’ensemble Cr(A) est alors forme´ des β(r) configurations locales de
1les mises a` jour sont disponibles sur le site web “On-line Encyclopedia of Integer Sequences” dont l’adresse est
http ://www.research.att.com/∼njas/sequences/.
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B(0, r) ayant un seul sommet positif. Choisissons un e´le´ment de l’ensemble Cr(A). Il sera note´
ηA et appele´ la configuration locale associe´e a` l’animal A.
Remarquons que toutes les configurations locales de Cr(A) ont le meˆme pe´rime`tre. Nous pouvons
par conse´quent de´finir sans ambiguı¨te´ le pe´rime`tre de l’animal A comme e´tant e´gal au pe´rime`tre
de sa configuration locale associe´e ηA. Par exemple, le pe´rime`tre de l’unique animal de taille 1
vaut 4 et celui des 2 animaux de taille 2 vaut 6. De meˆme, tous les animaux de taille 3 ont le
meˆme pe´rime`tre, e´gal a` 8 (voir la Figure 5.1). Cependant, cela devient faux pour les animaux de
taille k ≥ 4. L’animal A1 repre´sente´ sur la Figure 5.1 est l’unique animal de taille 4 a` avoir un
pe´rime`tre e´gal a` 8. Tous les autres ont leur pe´rime`tre e´gal a` 10. Nous noterons ainsi Γk l’ensemble
des pe´rime`tres possibles des animaux de taille k : par exemple, Γ3 = {8} et Γ4 = {8, 10}. De
plus, nous noterons par Ak,γ l’ensemble des animaux de taille k et de pe´rime`tre γ et par ak,γ le
cardinal de cet ensemble. Bien entendu, les entiers ak,γ, γ ∈ Γk satisfont l’e´galite´ :∑
γ∈Γk
ak,γ = ak .
Comme dans le cas de la suite (ak)k≥1, seules les premie`res valeurs de la suite {ak,γ, γ ∈ Γk}k≥1
sont connues. La Table 5.2 en contient quelques unes. Celles-ci nous ont e´te´ ge´ne´reusement four-
nies par T. Guttmann.
γ = 10 γ = 12 γ = 14 γ = 16 γ = 18 γ = 20 γ = 22
k = 5 8 55 - - - - -
k = 6 2 40 174 - - - -
k = 7 - 22 168 570 - - -
k = 8 - 6 134 677 1908 - -
k = 9 - 1 72 656 2708 6473 -
k = 10 - - 30 482 3008 10724 22202
TAB. 5.2 – Les nombres d’animaux de taille k = 5 a` k = 10 classe´s selon leur pe´rime`tre.
Pour k ≥ 1 et γ ∈ Γk, de´signons parXn(k, γ) et Xn(k) les variables ale´atoires respectivement
de´finies par :
Xn(k, γ) =
∑
A∈Ak,γ
Xn(ηA)
et
Xn(k) =
∑
A∈Ak
Xn(ηA)
=
∑
γ∈Γk
Xn(k, γ) ,
ou`Xn(ηA) est le nombre d’occurrences dans le graphe de la configuration locale ηA. Remarquons
d’une part que les proprie´te´s Xn(k, γ) > 0 et Xn(k) > 0 ont la meˆme fonction seuil n−2/k
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(rappelons que d = 2). D’autre part, quel que soit le choix de la configuration locale ηA associe´e
a` l’animal A, les familles de configurations locales mises en jeu par les variables Xn(k, γ) et
Xn(k) sont chacune incompatibles (cf. De´finition 4.2.6). Le The´ore`me 4.2.7 s’applique alors et
fournit une approximation poissonnienne pour les variables Xn(k, γ) et Xn(k) :
Proposition 5.1.2 Soient k ≥ 1 un entier et c > 0 une constante re´elle. Supposons que le poten-
tiel de paire b ∈ R est fixe´ et que le potentiel de surface a(n) satisfait :
e2a(n) = cn−2/k . (5.1.1)
Soit γ ∈ Γk. Alors, quand n tend vers l’infini, la variable Xn(k, γ) (resp. Xn(k)) converge en loi
vers la loi de Poisson de parame`tre :
ckak,γe
−2bγ ( resp. ck
∑
γ∈Γk
ak,γe
−2bγ ) .
Sous l’hypothe`se (5.1.1), le The´ore`me 3.2.1 stipule qu’asymptotiquement aucune configura-
tion locale avec au moins k + 1 sommets positifs n’est pre´sente dans le graphe. Ceci a deux
conse´quences. Premie`rement, les convergences en loi des variables Xn(k, γ) et Xn(k) propose´es
par la Proposition 5.1.2 (et donc aussi leur limite) ne de´pendent pas du choix des configurations
locales associe´es ηA. Deuxie`mement, avec une probabilite´ qui tend vers 1 quand n tend vers +∞,
la variable Xn(k, γ) (resp. Xn(k)) est exactement e´gale au nombre de copies d’animaux de taille
k et de pe´rime`tre γ (resp. de taille k) apparaissant dans le graphe.
La Figure 5.2 repre´sente une simulation de la mesure de Gibbs µa,b avec des potentiels a = −0.7
et b = 0.3. Le potentiel de paire b est choisi grand de telle sorte que l’influence du pe´rime`tre
des animaux sur leur probabilite´ asymptotique d’apparition soit forte. La taille n = 150 est rai-
sonnable permettant ainsi de distinguer visuellement les animaux pre´sents dans la simulation :
les animaux les plus grands qu’elle contient sont de taille 4, il y en a deux. Ce sont A1 et A2
(voir la Figure 5.1). Rappelons que A1 est le seul animal de taille 4 ayant un pe´rime`tre e´gal a` 8
(a4,8 = 1) et queA2 est un des a4,10 = 18 animaux de taille 4 et de pe´rime`tre 10. Plac¸ons-nous a` la
fonction seuil pour l’apparition de ces animaux, i.e. ajustons la constante c pour que l’hypothe`se
e2a = cn−2/4 soit satisfaite. Il vient c ' 3.02. Dans la Section 4.2.1, exactement la meˆme situa-
tion e´tait conside´re´e. Le The´ore`me 4.2.1 donnait alors les limites des probabilite´s d’apparition
des animaux A1 et A2 dans le graphe :
lim
n→+∞
µa,b(Xn(ηA1) > 0) = 1− exp
(−c4 exp(−2b× 8)) ' 0.49
et
lim
n→+∞
µa,b(Xn(ηA2) > 0) = 1− exp
(−c4 exp(−2b× 10)) ' 0.19 .
Ainsi, avec de telles valeurs des potentiels a et b, grosso modo 1 simulation sur 5 contient l’animal
A2 et, plus ge´ne´ralement, un animal donne´ de taille 4 et de pe´rime`tre 10. Cependant, presque
toutes contiennent au moins un animal appartenant a` A4,10 :
lim
n→+∞
µa,b(Xn(4, 10) > 0) = 1− exp
(−c4a4,10 exp(−2b× 10)) ' 0.98 ,
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FIG. 5.2 – Une simulation du mode`le d’Ising de taille n = 150 et de potentiels a = −0.7 et
b = 0.3. Les 2 seuls animaux de taille 4 pre´sents dans cette simulation sont repe´re´s par une
aure´ole.
et au moins un appartenant a` A4 :
lim
n→+∞
µa,b(Xn(4) > 0) = 1− exp
(−c4 (a4,8 exp(−2b× 8) + a4,10 exp(−2× b× 10))) ' 0.99 .
Plus que les convergences en loi expose´es dans la Proposition 5.1.2, la de´monstration du
The´ore`me 4.2.7 assure la convergence de chacun des moments des variables Xn(k, γ) et Xn(k)
et donc en particulier de leur espe´rance :
lim
n→+∞
IEa,b[Xn(k, γ)] = ckak,γe−2bγ (5.1.2)
et
lim
n→+∞
IEa,b[Xn(k)] = ck
∑
γ∈Γk
ak,γe
−2bγ , (5.1.3)
sous l’hypothe`se (5.1.1). Nous nous appuierons sur la limite (5.1.2) pour e´laborer dans la pro-
chaine section une estimation des potentiels a et b.
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5.2 Estimation des potentiels a et b
De nombreuses techniques permettant d’estimer les potentiels de surface a et de paire b du
mode`le d’Ising existent de´ja` : voir par exemple [83]. La plus connue et la plus performante d’entre
elles est certainement la me´thode du maximum de pseudovraisemblance (voir [38]). Nous pro-
posons dans cette section un nouvel algorithme d’estimation de a et b utilisant les re´sultats d’ap-
proximations poissonniennes applique´es aux animaux (Proposition 5.1.2 ou plus pre´cise´ment la
relation (5.1.2)). Cet algorithme sera teste´ et ses re´sultats commente´s.
Il sera ne´cessaire de pre´ciser la taille n du graphe a` laquelle la mesure de Gibbs est relative.
C’est pourquoi, dans cette section uniquement, nous noterons µna,b la mesure de Gibbs µa,b de´finie
sur l’ensemble des configurations Xn. De plus, nos estimations s’appuieront sur des re´alisations
exactes de µna,b donc utilisant l’algorithme de Propp et Wilson (cf. la Section 2.3). Ainsi, le po-
tentiel de paire sera choisi de telle sorte que 0 ≤ b ≤ 0.3 et le potentiel de surface a sera, comme
durant toute cette the`se, suppose´ ne´gatif.
Conside´rons donc une re´alisation σ de la mesure de Gibbs µna,b. L’objectif est de construire des
estimateurs des potentiels a et b a` partir de la seule re´alisation σ : ils seront respectivement note´s
â(σ) et b̂(σ).
Soit m un diviseur de n et notons κ = n/m. Nous allons tout d’abord partitionner l’ensemble des
sommets Vn en κ2 sous-ensembles, chacun forme´ de m ×m sommets. Notons alors σ1, . . . , σκ2
les restrictions de la re´alisation σ a` ces κ2 sous-ensembles. La quantite´ Xm(k, γ)(σi) de´signe le
nombre d’animaux de taille k et de pe´rime`tre γ apparaissant dans la sous-re´alisation σi. La loi
des grands nombres affirme qu’a` condition que σ1, . . . , σκ2 soient κ2 re´alisations inde´pendantes
de la mesure de Gibbs µma,b, la moyenne empirique
1
κ2
κ2∑
i=1
Xm(k, γ)(σi) (5.2.4)
est d’autant plus proche de l’espe´rance de la variable ale´atoire Xm(k, γ) que κ2 est grand. Cette
premie`re approximation est base´e sur les deux hypothe`ses suivantes :
1. les sous-re´alisations σ1, . . . , σκ2 sont inde´pendantes ;
2. Xm(k, γ)(σi) est tire´e selon la loi de Xm(k, γ).
Or, ces deux hypothe`ses ne sont pas valides. D’une part, deux sommets voisins peuvent ap-
partenir a` deux sous-re´alisations diffe´rentes et donc force´ment de´pendantes. D’autre part, l’ab-
sence de bords pe´riodiques pour σi implique que la quantite´ Xm(k, γ)(σi) est de´finie comme la
somme d’un nombre βm,r plus faible d’indicatrices que les ak,γm2 de´finissant la variable ale´atoire
Xm(k, γ) : elles ne peuvent donc avoir la meˆme distribution.
Supposons que les entiers m et κ2 sont assez grands et que le potentiel de surface satisfait e2a =
cn−2/k. Voici deux arguments justifiant que les deux hypothe`ses pre´ce´dentes, meˆme fausses, sont
raisonnables et que l’approximation de IEa,b[Xn(k, γ)] par (5.2.4) est acceptable. D’une part,
dans leur fameux article, Dobrushin et Shlosman [20] prouve`rent, dans diverses situations, la
de´croissance exponentielle des corre´lations ; le degre´ de de´pendance entre les spins de deux
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ensembles de sommets U et V de´croıˆt a` vitesse exponentielle quand la distance entre U et V
augmente. Le cas du potentiel de surface |a| suffisamment grand est l’une des situations dans
lesquelles cette de´croissance des corre´lations a lieu. C’est exactement le cas dans notre e´tude
puisque nous supposons a→ −∞ a` travers l’hypothe`se e2a = cn−2/k. Cet argument nous permet
de conside´rer les sous-re´alisations σi asymptotiquement inde´pendantes. Il s’agirait alors d’uti-
liser une version de la loi des grands nombres valable pour des variables ale´atoires faiblement
de´pendantes. D’autre part, le rapport βm,r/ak,γm2 tend vers 1 quand m→ +∞. Ainsi, sous l’hy-
pothe`se e2a = cn−2/k, la somme des βm,r indicatrices correspondant a` la quantite´Xm(k, γ)(σi) et
la variable ale´atoireXm(k, γ) convergent toutes les deux en loi vers la meˆme loi de Poisson. C’est
la raison pour laquelle,Xm(k, γ)(σi) peut eˆtre vue comme une observation de la loi de Xm(k, γ).
γ = 4 γ = 6 γ = 8 γ = 10 γ = 12 γ = 14 γ = 16 γ = 18 γ = 20
k = 1 987.53 - - - - - - - -
k = 2 - 149.59 - - - - - - -
k = 3 - - 34.18 - - - - - -
k = 4 - - 0.69 8.3 - - - - -
k = 5 - - - 0.51 1.86 - - - -
k = 6 - - - 0.03 0.13 0.38 - - -
k = 7 - - - - 0.01 0.06 0.12 - -
k = 8 - - - - 0 0.01 0.01 0 -
k = 9 - - - - 0 0 0.01 0.01 0
TAB. 5.3 – Une re´alisation σ de la mesure de Gibbs µna,b est simule´e avec des valeurs des potentiels
a = −1 et b = 0.1 et de taille n = 1500 = 150×10. Cette table repre´sente la moyenne empirique
de tous les animaux apparaissant dans les sous-re´alisations σ1, . . . , σ100 (de taille m = 150),
compte´s selon leur taille et leur pe´rime`tre. Le symbole “-” signifie qu’aucun animal ne peut eˆtre
simultane´ment de cette taille et de ce pe´rime`tre.
De´sormais, pour toute taille k ≥ 1, notons c(k,m) la constante strictement positive satisfaisant
l’hypothe`se :
e2a = c(k,m)m−2/k .
Soit γ ∈ Γk. Sous l’hypothe`se ci-dessus, la relation (5.1.2) affirme que l’espe´rance IEa,b[Xm(k, γ)]
approche la quantite´ ck(k,m)ak,γe−2bγ pourvu que m soit assez grand. Conside´rons alors une
autre taille k′ ≥ k et un autre pe´rime`tre γ′ ∈ Γk′ . Les e´galite´s
ck
′
(k′, m) = m2e2ak
′
= m2e2ak+2a(k
′−k)
= ck(k,m)e2a(k
′−k)
permettent de relier entre elles les constantes ck′(k′, m) et ck(k,m). Ainsi, le rapport des espe´rances
IEa,b[Xm(k′, γ′)]/ak′,γ′
IEa,b[Xm(k, γ)]/ak,γ
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approche la quantite´
ck
′
(k′, m)e−2bγ
′
ck(k,m)e−2bγ
= e2a(k
′−k)+2b(γ−γ′) .
De`s lors, notons θ(k, k′; γ, γ′) le re´el de´fini par la formule :
θ(k, k′; γ, γ′) =
1
2
log
(
ak,γ ×
∑κ2
i=1Xm(k
′, γ′)(σi)
ak′,γ′ ×
∑κ2
i=1Xm(k, γ)(σi)
)
.
En re´sume´, a` condition que les entiers m et κ2 soient assez grands, θ(k, k′; γ, γ′) approche a(k′−
k) + b(γ − γ′) :
θ(k, k′; γ, γ′) ≈ 1
2
log
(
ak,γ × IEa,b[Xm(k′, γ′)
ak′,γ′ × IEa,b[Xm(k, γ)
)
≈ 1
2
log
(
e2a(k
′−k)+2b(γ−γ′)
)
≈ a(k′ − k) + b(γ − γ′) .
Cette approximation ne´cessite que les entiers m et κ2 soient assez grands. En pratique, nous
prendrons n = 1500 et m = 150, impliquant ainsi κ2 = 100. A condition que γ et γ + 2
soient des pe´rime`tres possibles pour un animal de taille k, les quantite´s θ(k, k + 1; γ, γ + 2) et
θ(k, k; γ, γ + 2) approchent respectivement a− 2b et −2b. Par exemple, en utilisant les donne´es
fournies par la Table 5.3 et les nombres d’animaux pre´sente´s par la Table 5.2,
θ(3, 4; 8, 10) =
1
2
log
(
6× 8.3
18× 34.18
)
' −1.257
et
θ(4, 4; 8, 10) =
1
2
log
(
1× 8.3
18× 0.69
)
' −0.202
sont en effet proches de a− 2b = −1.2 et −2b = −0.2.
Dans la Section 4.3.1, nous conjecturions que sous l’hypothe`se e2a = c(k,m)m−2/k, la conver-
gence de la variable ale´atoire Xm(k, γ) vers la loi de Poisson de parame`tre ck(k,m)ak,γe−2bγ
e´tait d’autant plus lente que la taille k des animaux concerne´s e´tait grande. Par conse´quent, afin
d’optimiser les approximations pre´ce´dentes, nous focaliserons notre attention sur les animaux de
taille k ≤ 6. Pre´cise´ment, nous de´finissons les estimateurs b̂(σ) et â(σ) du potentiel de paire b et
de surface a par les formules :
b̂(σ) = − 1
2× 3 (θ(4, 4; 8, 10) + θ(5, 5; 10, 12) + θ(6, 6; 12, 14))
et
â(σ) =
1
5
(θ(1, 2; 4, 6) + θ(2, 3; 6, 8) + θ(3, 4; 8, 10) + θ(4, 5; 10, 12) + θ(5, 6; 12, 14)) + 2b̂(σ) .
Afin de tester les estimateurs ci-dessus, nous imple´mentons un algorithme qui prend en entre´e les
potentiels a et b, simule une re´alisation σ de µna,b et retourne les estimateurs correspondant â(σ)
et b̂(σ). Il se de´compose naturellement en 3 e´tapes :
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1. Une re´alisation exacte σ de la mesure de Gibbs µna,b est simule´e suivant l’algorithme de
Propp et Wilson et est divise´e en κ2 = (n/m)2 sous-re´alisations σ1, . . . , σκ2 de taillem×m.
2. Pour k = 1, . . . , 6 et γ ∈ Γk, les animaux de taille k et de pe´rime`tre γ apparaissant dans les
sous-re´alisations σi, i = 1, . . . , κ2, sont e´nume´re´s et la moyenne empirique correspondante
κ−2
∑κ2
i=1Xm(k, γ)(σi) est calcule´e.
3. Les estimateurs â(σ) et b̂(σ) sont calcule´s.
Les donne´es de la Table 5.3 sont relatives a` une re´alisation σ de la mesure µna,b avec a = −1
et b = 0.1. L’algorithme d’estimation produit des re´sultats tre`s convenables : â(σ) = −1.063 et
b̂(σ) = 0.119. Il sera applique´ a` d’autres couples de potentiels (a, b). Les re´sultats obtenus sont
pre´sente´s dans la Table 5.4.
Potentiels Estimateurs
a = −0.8 b = 0.05 â(σ) = −0.893 b̂(σ) = 0.085
a = −1 b = 0.15 â(σ) = −1.062 b̂(σ) = 0.157
a = −1.2 b = 0.18 â(σ) = −1.241 b̂(σ) = 0.171
a = −1.2 b = 0.25 â(σ) = −0.678 b̂(σ) = 0.504
TAB. 5.4 – Pour chaque couple de potentiels (a, b), l’algorithme d’estimation simule une
re´alisation σ de la mesure µna,b et retourne les estimateurs correspondants â(σ) et b̂(σ).
Quelques commentaires de ces re´sultats expe´rimentaux sont ne´cessaires. Tout d’abord, les
approximations poissonniennes sur lesquelles repose notre estimation sont valables pour un po-
tentiel de surface a qui tend vers −∞ (e2a = cn−d/k) et un potentiel de paire b fixe´. Or, cette
diffe´rence d’ordre de grandeur entre les potentiels a et b n’est pas tre`s sensible lors des expe´riences.
En effet, le potentiel de surface a converge vers−∞ comme− log(n) : nous sommes donc limite´s
a` de faibles valeurs de a. Afin de limiter cet effet, nous avons choisi de tester notre algorithme
sur des couples (a, b) tels que le rapport |a|/b reste “grand”, autrement dit, de se restreindre a` de
faibles valeurs du potentiel de paire b. Ainsi, pour de tels couples de potentiels (a, b), comme par
exemple les trois premie`res lignes de la Table 5.4, l’estimation est plutoˆt bonne. Par contre, de`s
que le potentiel b grandit, le rapport |a|/b diminue et l’estimation s’en ressent : c’est le cas du
couple (a, b) = (−1.2, 0.25) (voir la dernie`re ligne de la Table 5.4). Une autre explication de cette
mauvaise estimation provient du fait que le potentiel de paire b repre´sente le degre´ de de´pendance
locale entre les sommets. Lorsqu’il est nul, les sommets sont inde´pendants. Inversement, lorsqu’il
est grand, l’hypothe`se d’inde´pendance des sous-re´alisations σi devient particulie`rement discu-
table.
Terminons par une dernie`re remarque expliquant pourquoi l’efficacite´ de notre estimation reste
limite´e. L’approximation de IEa,b[Xm(k, γ)] par ck(k,m)ak,γe−2bγ repose sur le fait que e2a tend
vers 0 comme m−2/k. Or, pour une valeur donne´e du potentiel a, la quantite´ e2a ne peut eˆtre de
l’ordre dem−2/k, k allant de 1 a` 6. Notre me´thode consiste a` forcer l’e´galite´ e2a = c(k,m)m−2/k,
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pour k = 1, . . . , 6, en ajustant la constante c(k,m). Par exemple, lorsque le potentiel de surface
et la taille valent a = −1 et m = 150, nous obtenons c(1, m) ' 3045.04, c(2, m) ' 20.30,
c(3, m) ' 3.82, c(4, m) ' 1.66, c(5, m) ' 1.00 et c(6, m) ' 0.72.
5.3 Restauration d’images bruite´es
Toutes les images que nous conside´rerons seront bruite´es par un bruit impulsionnel. Dans
le cas des images binaires (Section 5.3.1), ce type de bruit correspond a` notre mode`le d’image
ale´atoire a` potentiel de paire nul. Son intensite´ sera suppose´e connue. Appliquer les re´sultats
d’approximations poissonniennes aux animaux (Proposition 5.1.2 ou en l’occurrence son corol-
laire, la Proposition 5.3.1) permet d’associer une probabilite´ d’apparition a` chaque composante
4-connexe en fonction de sa taille, i.e. en fonction du nombre de pixels dont elle est forme´e. Nous
construirons un test statistique, un crite`re simple de´cidant si une telle composante de l’image
provient du bruit ou de l’image originale. Sur le mode`le du “filtre de grain” de Vincent [78],
nous en de´duirons alors un algorithme de restauration d’images. Enfin, dans la Section 5.3.2, cet
algorithme sera e´tendu a` des images en niveaux de gris et expe´rimente´.
5.3.1 Images binaires
Commenc¸ons par de´crire le type de bruit de´te´riorant nos images. Soit I0 l’image binaire origi-
nale, i.e. non bruite´e, forme´e de n×n pixels. Dans cette section et la prochaine, nous conviendrons
de la correspondance suivante : I0(x) = 0 si le pixel x est noir et 1 s’il est blanc. Le bruit impul-
sionnel d’intensite´ p et q de´grade l’image I0 en une autre image binaire, disons I , selon le proce´de´
ci-dessous :
∀x, I(x) = I0(x)(1− ζq(x)) + (1− I0(x))ζp(x), (5.3.5)
ou` les fonctions ζp(x) (resp. ζq(x)), sont des variables ale´atoires (a` valeurs dans {0, 1}) inde´pendantes
de loi de Bernoulli de parame`tre p (resp. q). En d’autres termes, un pixel noir est change´ en un
pixel blanc avec probabilite´ p, et ce inde´pendamment des autres pixels. A l’inverse, un pixel blanc
devient noir avec probabilite´ q :
IP(I(x) = 1|I0(x) = 0) = p et IP(I(x) = 0|I0(x) = 1) = q .
L’effet du bruit impulsionnel entre l’image originale I0 et l’image bruite´e I s’apparente a` une
perte d’une partie des donne´es. Il est essentiel que notre mode`le de bruit impulsionnel (5.3.5)
autorise un pixel a` eˆtre bruite´ avec des probabilite´s diffe´rentes selon sa couleur. Nous verrons
pourquoi dans la Section 5.3.2.
Ainsi, le bruit impulsionnel de´grade l’image originale I0 en produisant de petites composantes
forme´es de pixels blancs ou de pixels noirs. Dans la pratique, par passage au “ne´gatif”, supprimer
les composantes de pixels blancs ou celles de pixels noirs rele`ve du meˆme proce´de´. C’est pour-
quoi nous nous concentrons dans un premier temps sur celles forme´es de pixels blancs.
Le “filtre de grain” de Vincent [78] a pour effet de supprimer toutes ces petites composantes
dont la taille, i.e. leur nombre de pixels, est plus petit qu’une taille t arbitrairement choisie.
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Concre`tement, c’est par l’expe´rience que l’utilisateur de ce filtre choisira la taille t produisant
(a` son gouˆt) le meilleur de´bruitage. Notre objectif est de combler cette lacune en donnant un
sens statistique a` la taille seuil t. Pour cela, nous attribuons a` chaque composante 4-connexe
blanche une probabilite´ d’apparition dans l’image en utilisant les approximations poissonniennes
applique´es aux animaux et au cas du potentiel de paire b = 0.
Lorsque le potentiel de paire b est nul, les spins des sommets du mode`le d’Ising deviennent
inde´pendants (voir Section 2.1). Chacun d’entre eux est positif avec probabilite´
p =
e2a
1 + e2a
et ne´gatif avec probabilite´ 1 − p. L’hypothe`se a < 0 se traduit sur le parame`tre p par p <
1/2 et lorsque le potentiel de surface a(n) tend vers −∞, p(n) tend vers 0 comme e2a(n). Plus
ge´ne´ralement, on peut e´crire que pour tout entier k ≥ 1 :
lim
n→+∞
p(n)n2/k = lim
n→+∞
e2a(n)n2/k ,
a` condition qu’elles existent dans [0,+∞]. En particulier, la probabilite´ µp(Xn(k) > 0), ou`Xn(k)
de´signe asymptotiquement le nombre d’animaux de taille k apparaissant dans l’image, tend vers 0
(resp. 1) de`s que la quantite´ p(n)n2/k tend vers 0 (resp. +∞). Autrement dit, n−2/k est la fonction
seuil (pour p(n)) de la proprie´te´ Xn(k) > 0. Puis, nous de´duisons de la Proposition 5.1.2 une
approximation poissonnienne pour cette proprie´te´ ; voir [14] pour une de´monstration directe.
Proposition 5.3.1 Soient k ≥ 1 un entier et c > 0 un re´el. Supposons que le parame`tre p(n)
satisfasse :
p(n) = cn−2/k (5.3.6)
Alors, nous avons la limite suivante :
lim
n→+∞
µp(Xn(k) > 0) = 1− e−ckak , (5.3.7)
ou` ak est le nombre d’animaux de taille k.
Jusqu’a` pre´sent, toutes nos figures repre´sentaient un sommet positif par un pixel noir. En effet,
notre e´tude consistant a` e´tudier la pre´sence des (rares) sommets positifs, il nous a paru visuelle-
ment naturel de les repe´rer par des pixels noirs, sur un fond blanc constitue´ des sommets ne´gatifs.
Ne´anmoins, en imagerie, la convention classique consiste a` attribuer la valeur 1 aux pixels blancs
et 0 aux noirs.
Ainsi, quitte a` e´changer l’ensemble des configurations {−1,+1}Vn sur lequel µp est de´finie en
{0, 1}Vn , voire en {noir, blanc}Vn , chaque re´alisation de la probabilite´ µp correspond exactement
a` une image de bruit pur I , i.e. obtenue par le proce´de´ (5.3.5) a` partir d’une image I0 entie`rement
noire. La Proposition 5.3.1 fournit une approximation de la probabilite´ pour une composante 4-
connexe forme´e de k pixels blancs d’apparaıˆtre dans une image n × n de bruit pur d’intensite´
p(n) = cn−2/k. Nous identifierons dore´navant cette probabilite´ a` sa limite qui, apre`s utilisation
de (5.3.6) sera note´e PA(n, p, k) :
PA(n, k, p) = 1− e−n2akpk .
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Les 47 premie`res valeurs de la suite (ak)k≥1 sont disponibles en Annexe C. Pour p ≤ pmax = 0.2
et k ∈ {1, . . . , 47}, l’ine´galite´ ak+1p ≤ ak est nume´riquement ve´rifie´e. Elle assure la de´croissance
de l’application
k ∈ {1, . . . , 47} 7−→ PA(n, k, p) ,
pour toute taille d’image n et pour tout p ≤ pmax. Autrement dit, la probabilite´ d’apparition d’une
composante 4-connexe de´croıˆt avec sa taille.
Fixons maintenant un re´el ε > 0 (que l’on imagine petit) et de´finissons la taille seuil t(n, p, ε) par
la formule :
t(n, p, ε) = inf{k, PA(n, k, p) = 1− e−n2akpk ≤ ε} . (5.3.8)
Par la de´croissance de l’application k 7→ PA(n, k, p), toutes les composantes de taille k ≥
t(n, p, ε) (resp. k < t(n, p, ε)) ont une probabilite´ d’apparition PA(n, k, p) infe´rieure a` ε (resp.
supe´rieure a` ε). Nous de´finissons alors un test statistique fonde´ sur la taille k des composantes 4-
connexes de l’image I . Si k ≥ t(n, p, ε), la composante sera conside´re´e comme issue de l’image
originale I0 et sera garde´e. En revanche, si k < t(n, p, ε), elle sera conside´re´e comme issue du
bruit et sera supprime´e. Notons que, l’intensite´ p du bruit impulsionnel e´tant suppose´e connue, la
quantite´ PA(n, k, p) = 1 − e−n2akpk se calcule pour toute taille 1 ≤ k ≤ 47. Une fois le seuil
ε fixe´, la taille seuil t(n, p, ε) s’obtient tout aussi facilement. Sur la Figure 5.3, est repre´sente´e
la taille seuil t(n, p, ε) comme une fonction (en escalier) de l’intensite´ p, pour une taille d’image
n = 256 et trois diffe´rentes valeurs de ε (10−1, 10−2 et 10−3).
FIG. 5.3 – La taille seuil t(n, p, ) repre´sente´e comme une fonction de l’intensite´ p ∈ [0, 0.18],
pour une taille n = 256 et des valeurs de ε = 10−1, 10−2, 10−3.
Finalement, notre algorithme de de´bruitage de l’image binaire I se re´sume en quatre e´tapes :
1. Identifier toutes les composantes 4-connexes blanches de l’image bruite´e I .
2. Remplacer celles ayant une taille strictement infe´rieure a` t(n, p, ε) par des pixels noirs.
Nous obtenons une nouvelle image binaire.
3. Identifier toutes les composantes 4-connexes noires de cette nouvelle image.
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4. Remplacer celles ayant une taille strictement infe´rieure a` t(n, q, ε) par des pixels blancs.
Nous obtenons l’image de´bruite´e finale note´e I˜.
Notons respectivement T 1t et T 0t les filtres supprimant les composantes 4-connexes blanches et
noires de taille strictement infe´rieure a` t. Ces deux filtres e´taient de´ja` utilise´s par Vincent [78]
dans l’e´laboration de son “filtre de grain”. L’image de´bruite´e I˜ est obtenue a` partir de I par la
relation :
I˜ = T 0t(n,q,ε) ◦ T 1t(n,p,ε)I .
Notre algorithme est teste´ sur une image binaire repre´sentant un damier : voir la Figure 5.4.
Avant d’e´tendre cet algorithme a` des images en niveaux de gris, quelques commentaires sont
ne´cessaires.
Supposons que l’image originale I0 soit entie`rement noire : I0(x) = 0, pour tout pixel x. Par le
proce´de´ (5.3.5), chaque pixel est colorie´ en blanc avec probabilite´ p. L’image I produite est une
image de bruit pur. Par de´finition de la taille seuil t(n, p, ε), la probabilite´ pour que I contienne
une composante 4-connexe de taille supe´rieure a` t(n, p, ε) est plus petite que ε. Par conse´quent,
avec une probabilite´ plus grande que 1− ε, le bruit pur est totalement supprime´ :
IP(T 1t(n,p,ε)I = I0) ≥ 1− ε .
Le re´el ε n’est autre que le niveau de confiance de notre test statistique : le fait de conserver a` tort
une composante 4-connexe a lieu avec une probabilite´ plus petite que ε.
La de´pendance de la taille seuil t(n, p, ε) en ε est tre`s limite´e : comparer les trois fonctions en
escalier de la Figure 5.3. Elle est logarithmique. En effet, lorsque n2akpk est faible, la quantite´
PA(n, k, p) peut eˆtre approche´e par n2akpk, ou meˆme par n2(αp)k en substituant αk a` ak (voir la
Section 5.1). Or, la probabilite´ d’apparition d’une composante de taille t(n, p, ε) est proche de ε :
PA(n, t(n, p, ε), p) ≈ ε .
Nous en de´duisons alors une approximation de la taille seuil t(n, p, ε) en fonction de ε, ou plutoˆt
de log ε :
t(n, p, ε) ≈ log ε− 2 logn
logα + log p
.
Meˆme si l’approche the´orique sur laquelle repose notre algorithme de de´bruitage (Proposition
5.3.1) s’inscrit dans le contexte ou` le parame`tre p = p(n) tend vers 0, a priori rien ne nous
empeˆche en pratique de l’e´tendre a` toutes valeurs de p ∈ [0, 1]. Nous serons toutefois limite´s a` de
petites valeurs de p. En effet, notre me´thode requiert que la quantite´ PA(n, k, p) devienne faible
lorsque k grandit, i.e. que le produit akpk devienne faible lorsque k grandit. C’est pourquoi nous
nous limiterons en pratique a` p ≤ pmax = 0.2.
L’expe´rience propose´e par la Figure 5.4 met en valeur le fait que le bruit apparaissant en bordure
d’une grande composante n’est pas supprime´ par l’action de notre filtre. En effet, sans information
supple´mentaire sur l’image originale I0 (du type bords lisses), notre algorithme conside`re ces
pixels bruite´s comme appartenant a` la grande composante. Ils seront par conse´quent conserve´s.
Cette carence de notre algorithme n’est cependant pas re´dhibitoire ; le traitement des bords est un
proble`me ge´ne´ral de la restauration d’images.
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FIG. 5.4 – Sont repre´sente´es sur la premie`re ligne : a` gauche, l’image binaire originale I0 de taille
256 × 256 ; a` droite, l’image bruite´e I . Un pixel noir devient blanc avec probabilite´ p = 0.2 et
l’inverse se produit avec probabilite´ q = 0.1. Sont repre´sente´s sur la deuxie`me ligne : a` gauche,
le re´sultat du de´bruitage en supprimant d’abord les composantes noires puis les blanches (i.e. en
appliquant le filtre T 1t(n,p,ε) ◦ T 0t(n,q,ε)) ; a` droite, le re´sultat du de´bruitage en supprimant d’abord
les composantes blanches puis les noires (i.e. en appliquant le filtre T 0t(n,q,ε) ◦ T 1t(n,p,ε)). Dans les
deux cas, ε est fixe´ a` 10−2. Ces deux re´sultats diffe`rent, illustrant ainsi le fait que les filtres T 1t et
T 0t′ ne commutent pas. Ne´anmoins, dans les deux cas, les petites composantes blanches et noires
ont e´te´ supprime´es. Seuls les bords des composantes restantes diffe`rent.
Comme le montre la Figure 5.4, les deux filtres T 1t et T 0t′ ne commutent pas. Imaginons le cas
pathologique d’une petite composante disons blanche ceinture´e de petites composantes noires.
L’utilisation de T 0t′ va supprimer les petites composantes noires, faisant de la composante blanche
une grande composante que T 1t va conserver alors que l’utilisation de T 1t puis de T 0t′ produira
une grande composante noire. Nous choisirons pour la suite, i.e. dans la Section 5.3.2, d’utiliser
T 0t′ ◦ T 1t . Dans [78], Vincent avait de´ja` remarque´ cet inconve´nient. Pour y reme´dier, il proposait
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d’utiliser plusieurs fois et alternativement les deux filtres T 1t et T 0t′ tout en augmentant les tailles t
et t′ (voir [69, 70]). Une meilleure solution fut propose´e par Masnou et Morel [60] puis formalise´e
par Monasse [61]. Elle consiste a` traiter simultane´ment les ensembles de niveaux supe´rieurs et
infe´rieurs d’une image en niveaux de gris en un seul et meˆme arbre et a` le de´lester de ses feuilles
de tailles infe´rieures a` t [62]. Ce nouveau “filtre de grain”, note´ Gt, sera teste´ (voir la Figure 5.7)
et compare´ dans la Section 5.3.2 a` notre me´thode de restauration d’images en niveaux de gris.
Enfin, remarquons que notre me´thode de de´bruitage pourrait the´oriquement s’e´tendre aux cas
des composantes 8-connexes. Ne´anmoins, aucune liste e´nume´rant les animaux 8-connexes n’est
disponible. C’est pourquoi, nous avons traite´ le premier et l’arrie`re plan, i.e. les composantes
blanches et noires, en 4-connexite´.
5.3.2 Images en niveaux de gris
Dans cette section, nous e´tendrons le filtre introduit pre´ce´demment a` des images en 256 ni-
veaux de gris. Puisqu’une telle image est e´quivalente a` la donne´e de 256 images binaires (par
exemple, ses ensembles de niveaux supe´rieurs), l’ide´e (e´le´mentaire) pour de´bruiter une image en
256 niveaux de gris consiste a` de´bruiter chacune de ces 256 images binaires et de les resommer.
En particulier, la me´thode propose´e dans cette section fonctionne quelle que soit le nombre de
niveaux de gris de l’image a` restaurer.
Soit u une image en 256 niveaux de gris de taille n×n. La couleur de chacun de ses pixels est un
entier compris entre 0 et 255. Lorsque u(x) parcourt dans le sens croissant l’ensemble de ces 256
valeurs, la couleur du pixel x e´volue du noir vers le blanc, traversant 256 tons de gris diffe´rents.
Supposons que l’image u est de´grade´e par un bruit impulsionnel d’intensite´ p ∈ [0, 1] connue.
L’image bruite´e v s’obtient a` partir de u par la relation suivante :
∀x, v(x) = (1− ζp(x))u(x) + ζp(x)ν(x) , (5.3.9)
ou` les fonctions ζp(x) et ν(x) sont des variables ale´atoires inde´pendantes respectivement de loi
de Bernoulli de parame`tre p et uniforme´ment distribue´es sur {0, . . . , 255}. En d’autres termes, la
couleur d’un pixel est modifie´e avec probabilite´ p en une valeur quelconque de {0, . . . , 255}.
Pour chaque entier 0 ≤ λ ≤ 255, nous noterons uλ (resp. vλ) l’image u (resp. v) seuille´e au
niveau infe´rieur λ :
uλ = 1 u≥λ ( resp. vλ = 1 v≥λ) .
La Figure 5.5 propose l’exemple d’une image seuille´e au niveau infe´rieur λ = 150. Signalons
d’une part que uλ est une image binaire et d’autre part que la donne´e de ces 256 images binaires
(uλ)0≤λ≤255 caracte´risent l’image u. L’image binaire vλ est une version de´grade´e de uλ. Un pixel
noir de uλ devient blanc avec probabilite´ p × (λ/256) et l’inverse se produit avec probabilite´
p× (1− λ/256) :
IP(vλ(x) = 1|uλ(x) = 0) = p×
(
1− λ
256
)
.
et
IP(vλ(x) = 0|uλ(x) = 1) = p× λ
256
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L’image binaire vλ est une version de uλ obtenue par l’action d’un bruit impulsionnel d’intensite´
pλ = p× (1−λ/256) et qλ = p× (λ/256) (voir (5.3.5)). Par conse´quent, nous pouvons de´bruiter
vλ par la me´thode introduite dans la section pre´ce´dente :
v˜λ = T
0
t(n,qλ,ε)
◦ T 1t(n,pλ,ε)(vλ) .
La somme v˜ des 256 images binaires de´bruite´es v˜λ
v˜ = Tv =
255∑
λ=0
T 0t(n,qλ,ε) ◦ T 1t(n,pλ,ε)(vλ) (5.3.10)
est une image en 256 niveaux de gris que l’on espe`re proche de l’image originale u. Les Figures
5.5 et 5.6 proposent deux re´sultats de de´bruitage d’images en 256 niveaux de gris utilisant le filtre
T .
Comme c’e´tait le cas pour les filtres binaires T 1t et T 0t′ , le filtre T ne supprime pas le bruit
apparaissant en bordure de grandes composantes 4-connexes : regarder par exemple l’e´paule de
Lena (Figure 5.5) ou plus significatif la diffe´rence entre l’image originale du came´raman u et
l’image de´bruite´e v˜ (Figure 5.6).
Dans l’image seuille´e vλ, les intensite´s pλ et qλ cre´ant les pixels respectivement blancs et noirs
sont diffe´rentes, d’ou` l’inte´reˆt d’avoir conside´re´ un mode`le de bruit impulsionnel (5.3.5) autori-
sant un pixel a` eˆtre bruite´ avec des probabilite´s diffe´rentes selon sa couleur. Les intensite´s pλ et
qλ de´pendent surtout du niveau λ. En particulier, la taille seuil t(n, pλ, ε) en dessous de laquelle
les composantes blanches de l’image binaire vλ sont supprime´es varie avec λ : une composante
4-connexe forme´e de 10 pixels blancs peut eˆtre supprime´e dans vλ et garde´e dans vλ′ . Cette re-
marque a essentiellement deux conse´quences.
D’une part, le filtre T de´fini par (5.3.10) n’est pas un filtre morphologique (voir [68, 70] pour
la de´finition et les proprie´te´s des filtres morphologiques). Il ne pre´serve pas l’inclusion des en-
sembles de niveaux a` la diffe´rence de T 1t et T 0t′ . Pour s’en convaincre, examinons la situation
suivante. Soient λ ≥ λ′. Les images binaires vλ = 1 v≥λ et vλ′ = 1 v≥λ′ satisfont l’ine´galite´
vλ ≤ vλ′ . L’intensite´ cre´ant les pixels blancs dans vλ est infe´rieure a` celle cre´ant les pixels blancs
dans vλ′ ; pλ ≤ pλ′ . Supposons alors qu’il existe dans les deux images vλ et vλ′ une meˆme petite
composante 4-connexe blanche dont la taille k ve´rifie :
t(n, pλ, ε) ≤ k < t(n, pλ′ , ε) .
Cette situation est possible car la taille seuil t(n, p, ε) est une fonction croissante de p. De`s
lors, cette composante sera conserve´e dans vλ et supprime´e dans vλ′ . Par conse´quent les images
de´bruite´es correspondantes ne pourront satisfaire v˜λ ≤ v˜λ′ .
D’autre part, comparons le filtre T avec celui de Monasse [61], note´ Gt. La Figure 5.7 montre
deux re´sultats de restauration de l’image bruite´e v du came´raman (voir Figure 5.6) par le “filtre
de grain”Gt pour deux valeurs diffe´rentes de la taille seuil : t = 10 et t = 20. La valeur t = 10 de
la taille seuil semble trop faible puisqu’il reste des composantes dues au bruit (par exemple, sur
le manteau du came´raman). La valeur t = 20 semble a` la fois trop grande puisque des objets de
l’image originale ont disparu (comme par exemple la parabole blanche au sommet du building)
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FIG. 5.5 – Premie`re ligne : a` gauche, est repre´sente´e l’image de´grade´e v (de taille 256 × 256)
obtenue a` partir de Lena par un bruit impulsionnel d’intensite´ p = 0.15 et a` droite, l’image
seuille´e v150. Tous les pixels dont le niveau de gris (dans v) est supe´rieur a` 150 sont repre´sente´s
par des pixels blancs dans v150. Deuxie`me ligne : l’image de´bruite´e v˜ produite par le filtre T avec
un seuil ε = 10−3.
et encore trop faible puisque du bruit subsiste toujours. Le filtre T de´fini an (5.3.10) e´vite ces
deux e´cueils ; une petite composante claire peut eˆtre garde´e alors que de plus grandes fonce´es
sont supprime´es.
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FIG. 5.6 – Premie`re ligne : sont repre´sente´es, a` gauche, l’image originale u du came´raman (de
taille 256 × 256) et a` droite, l’image de´grade´e v par un bruit impulsionnel d’intensite´ p = 0.2.
Deuxie`me ligne : a` gauche, l’image de´bruite´e v˜ produite par le filtre T avec un seuil ε = 10−3 et
a` droite, la diffe´rence u− v˜. Nous constatons que la majorite´ du bruit a e´te´ supprime´e excepte´ sur
les bords des objets.
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FIG. 5.7 – Deux re´sultats de restauration de l’image bruite´e v du came´raman par le filtre Gt pour
deux valeurs diffe´rentes de la taille seuil : t = 10 et t = 20.
Annexe A
La distance en variation totale
De nombreuses me´triques (distance de Hellinger, distance de Kullback-Leibler...) permettent
de quantifier la convergence de mesures de probabilite´ vers une mesure limite et le choix de la
me´trique utilise´e s’ave`re parfois essentiel. Gibbs et Su [36] fournissent une liste de plusieurs
me´triques couramment utilise´es par les statisticiens et les divers liens existant entre elles. L’une
des plus ce´le`bre est la distance en variation totale (voir e´galement [19] et [66]). Dans cette sec-
tion, nous en rappelerons la de´finition et quelques unes de ses caracte´risations. Nous focaliserons
notre attention sur le cas de mesures de probabilite´ µ et ν de´finies sur (R,B), B e´tant la tribu
bore´lienne de R.
Definition A.0.2 La distance en variation totale entre µ et ν, note´e dV T (µ, ν), est de´finie par la
formule suivante :
dV T (µ, ν) = sup
B∈B
|µ(B)− ν(B)| .
Notons tout d’abord que la distance en variation totale dV T est bien une distance sur l’ensemble
des mesures de probabilite´ de´finies sur (R,B). La de´monstration du The´ore`me 4.3.1 s’appuie sur
l’ine´galite´ triangulaire applique´e a` la distance dV T . De plus, si (µn)n≥0 de´signe une suite de
mesures de probabilite´, alors pour toute fonction f continue borne´e :
|
∫
f(x) dµn(x)−
∫
f(x) dµ(x)| ≤ sup
x∈R
|f(x)| × dV T (µn, µ) .
En particulier, si dV T (µn, µ) tend vers 0 alors la suite (µn)n≥0 converge faiblement vers la mesure
µ. La convergence pour la distance en variation totale est donc plus forte que la convergence
en loi. Obtenir un majorant de dV T (µn, µ) permet de quantifier la vitesse de convergence de µn
vers µ. C’est exactement la diffe´rence entre les The´ore`mes 4.2.1 et 4.3.1 : le premier fournit une
convergence en loi alors que le second pre´cise la vitesse a` laquelle s’effectue cette convergence.
Soit λ une mesure de´finie sur (R,B) par rapport a` laquelle les mesures de probabilite´ µ et ν sont a`
densite´s. Alors, la distance en variation totale entre µ et ν est e´gale a` la moitie´ de la diffe´rence en
norme L1(λ) de leurs densite´s. La relation (A.0.1) est connue sous le nom d’identite´ de Scheffe´
(voir [19]).
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Proposition A.0.3 Soient respectivement f et g les densite´s, par rapport a` une mesure λ de´finie
sur (R,B), de µ et ν. Alors, la distance en variation totale entre µ et ν devient :
dV T (µ, ν) =
1
2
∫
|f(x)− g(x)| dλ(x) . (A.0.1)
Certains auteurs, comme par exemple Tierney [77], de´finissent la distance en variation totale
comme
∫ |f − g|dλ, i.e. comme le double de dV T (µ, ν).
De´monstration L’e´galite´ e´vidente |µ(B)− ν(B)| = |µ(R \B)− ν(R \B)|, permet d’e´crire que
pour tout bore´lien B :
|
∫
B
(f − g) dλ| = 1
2
(
|
∫
B
(f − g) dλ|+ |
∫
R\B
(f − g) dλ|
)
.
Les ine´galite´s suivantes sont imme´diates :
|
∫
B
(f − g) dλ| ≤ 1
2
(∫
B
|f − g| dλ+
∫
R\B
|f − g| dλ
)
≤ 1
2
∫
|f − g| dλ .
Le majorant e´tant inde´pendant du bore´lien B ∈ B, l’ine´galite´ ci-dessus est encore valable pour
dV T (µ, ν). Par ailleurs, sur le bore´lien B = {f ≥ g}, le signe de f − g est constant. Ainsi, les
ine´galite´s pre´ce´dentes deviennent des e´galite´s et l’identite´ (A.0.1) est de´montre´e. 
Dans notre e´tude, les mesures de probabilite´ ont pour support l’ensembleN des entiers positifs ;
elles sont domine´es par la mesure de comptage sur N. Dans ce cas pre´cis, la relation (A.0.1)
devient :
dV T (µ, ν) =
1
2
∑
m≥1
|µ(m)− ν(m)| . (A.0.2)
La distance en variation totale admet e´galement une caracte´risation en termes de couplage. Nous
renvoyons le lecteur a` [58] p. 19 pour davantage de pre´cisions. Nous noterons par L(X) la loi de
la variable ale´atoire X .
Proposition A.0.4 La distance en variation totale entre µ et ν est e´gale a` :
dV T (µ, ν) = inf{IP(X 6= Y ), L(X) = µ et L(Y ) = ν} .
Terminons cette annexe par la proprie´te´ suivante. Ce re´sultat trivial, combine´ au Lemme 4.1.4,
nous permet de re´duire la recherche d’approximations poissonniennes a` des configurations locales
propres.
Proprie´te´ A.0.5 Soient (Xn)n≥0, (Yn)n≥0 et X des variables ale´atoires de´finies sur un espace de
probabilite´ (Ω,F , IP). Si la suite (Xn)n≥0 converge en loi vers X et si dV T (Xn, Yn) tend vers 0
avec n alors la suite (Yn)n≥0 converge en loi vers X .
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De´monstration Il suffit d’appliquer l’ine´galite´ triangulaire. Pour toute fonction f continue borne´e,
la diffe´rence
|
∫
f(x) dL(Yn)(x)−
∫
f(x) dL(X)(x)|
est majore´e par
sup
x∈R
|f(x)| dV T (Yn, Xn) + |
∫
f(x) dL(Xn)(x)−
∫
f(x) dL(X)(x)| .
Les deux termes de la somme ci-dessus tendent vers 0 par hypothe`se, d’ou` le re´sultat. 
Annexe B
La me´thode de Chen-Stein
Dans cette section, nous rappelerons les principaux arguments autour desquels la me´thode de
Chen-Stein s’articule. Cette succinte pre´sentation aboutira sur la Proposition B.0.8 qui est une
version de la me´thode de Chen-Stein directement applicable au mode`le d’Ising. Pour davantage
de pre´cisions, nous renvoyons e´videmment le lecteur au texte original [2].
La loi de Poisson de parame`tre λ > 0 sera note´e P(λ). Le point de de´part de la me´thode est la
remarque essentielle suivante. Une variable ale´atoire Z suit la loi P(λ) si et seulement si, pour
toute fonction g : N→ R borne´e :
IE[λg(Z + 1)− Zg(Z)] = 0 . (B.0.1)
Ainsi, la loi d’une variable ale´atoire W , d’espe´rance λ, sera proche de la loi P(λ) si la quantite´
IE[λg(W + 1)−Wg(W )] est proche de 0, pour toute fonction g. La de´monstration du The´ore`me
B.0.7 (voir aussi [2] p. 11) repose entie`rement sur cette ide´e et sur le Lemme B.0.6. Cette approche
fut initialement introduite par Stein en 1970 [76] et e´tendue au cas poissonnien par Chen en 1975
[7].
Le contexte est le suivant. Nous disposons d’une famille de variables ale´atoires (de´pendantes)
indicatrices I1, . . . , In d’espe´rance respective pii = IE[Ii]. L’objectif est de mesurer la distance
entre la loi de leur somme W =
∑
i Ii et la loi de Poisson P(λ) ou` λ =
∑
i pii. Soit A ⊂ N.
Nous noterons par P(λ)(A) la probabilite´ pour la loi de Poisson de parame`tre λ d’appartenir a`
l’ensemble A. Soit g = gA : N→ R une fonction solution de l’e´quation :
λgA(j + 1)− jgA(j) = 1 j∈A − P(λ)(A), ∀j ≥ 0 .
Une telle fonction gA peut eˆtre construite re´cursivement en partant de gA(0) = 0. Ainsi, la fonc-
tion gA satisfait :
IP(j ∈ A)−P(λ)(A) = IE[λgA(W + 1)−WgA(W )] , (B.0.2)
de telle sorte que la distance en variation totale entre la loi de W et P(λ) est e´gale a` :
dV T (L(W ),P(λ)) = sup
A
|IE[λgA(W + 1)−WgA(W )]| .
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Il s’agit donc d’e´tudier pour chaque ensemble A le terme IE[λgA(W + 1)−WgA(W )]. Pour tout
i, notons Wi =
∑
j 6=i Ij . En e´crivant :
IE[IigA(Wi + 1)] = piiIE[gA(W )|Ii = 1] ,
l’e´quation (B.0.2) devient :
IP(j ∈ A)− P(λ)(A) =
n∑
i=1
pii (IE[gA(W + 1)]− IE[gA(W )|Ii = 1]) . (B.0.3)
De`s lors, supposons que, pour tout indice i, des variables ale´atoires Ui et Vi sont construites sur
un meˆme espace de probabilite´ de sorte que Ui ait la meˆme distribution que W et Vi + 1 celle de
W conditionne´ a` Ii = 1. L’e´quation (B.0.3) devient :
|IP(j ∈ A)− P(λ)(A)| = |
n∑
i=1
pii (IE[gA(Ui + 1)]− IE[gA(Vi + 1)]) |
≤ ∆gA
n∑
i=1
piiIE[|Ui − Vi|] ,
ou` ∆gA = supj |gA(j + 1) − gA(j)|. Le re´sultat suivant (voir [2] p. 7 pour une de´monstration)
fournit une majoration de ∆gA inde´pendante de l’ensemble A.
Lemme B.0.6 Pour tout ensemble A ⊂ N, il vient :
∆gA ≤ 1− e
−λ
λ
.
Toutes les briques ne´cessaires a` la construction du The´ore`me B.0.7 ont e´te´ pose´es.
The´ore`me B.0.7 Sous les hypothe`ses pre´ce´dentes, la distance en variation totale entre la loi de
W et P(λ) satisfait :
dV T (L(W ),P(λ)) ≤ 1− e
−λ
λ
n∑
i=1
piiIE[|Ui − Vi|] .
Nous allons maintenant particulariser le re´sultat ge´ne´ral ci-dessus en vue de l’appliquer au
mode`le d’Ising. Supposons que la famille {Ii}i=1,...,n satisfait l’hypothe`se suivante. Pour tout
indice i, il existe une famille {Jj,i}j=1,...,n de variables ale´atoires de´finies sur le meˆme espace de
probabilite´ que les indicatrices {Ij}j=1,...,n telle que d’une part,
L(Jj,i, j = 1, . . . , n) = L(Ij, j = 1, . . . , n|Ii = 1) (B.0.4)
et d’autre part,
∀j 6= i, Jj,i ≥ Ij . (B.0.5)
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Une telle famille {Ii}i=1,...,n sera dite positivement relie´e. Sous cette hypothe`se, le couple (Ui, Vi)
de´fini par Ui = W et Vi =
∑
j 6=i Ij ve´rifie les conditions du The´ore`me B.0.7. La majoration de
dV T (L(W ),P(λ)) peut eˆtre re´e´crite. Pour tout indice i, (B.0.5) implique que :
piiIE[|Ui − Vi|] = piiIE[|Ii +
∑
j 6=i
(Ij − Jj,i)|]
= pi2i + pii
∑
j 6=i
IE[Jj,i − Ij ]
= pi2i +
∑
j 6=i
(IE[IiIj ]− piipij) ,
car piiIE[Jj,i] = piiIE[Ij |Ii = 1] = IE[IiIj], par (B.0.4). Ces conside´rations me`nent au re´sultat
suivant (voir [2] Corollaire 2.C.4 p. 26) :
Proposition B.0.8 Si la famille de variables indicatrices {Ii}i=1,...,n est positivement relie´e, alors
la distance en variation totale entre la loi de W et P(λ) satisfait :
dV T (L(W ),P(λ)) ≤ 1− e
−λ
λ
(
V ar(W )− λ+ 2
n∑
i=1
pi2i
)
.
Ve´rifier qu’une famille de variables ale´atoires est positivement relie´e peut s’ave´rer de´licat.
Le Chapitre 2.2 de [2] se penche sur ce proble`me. Le The´ore`me 2.G p. 29 de [2], dont la
de´monstration s’appuie sur des techniques de couplage (voir [57]), s’applique aise´ment a` notre
mode`le dans le cas ferromagne´tique (voir la Proprie´te´ 2.2.4).
Proposition B.0.9 Supposons que le potentiel de paire b est positif et que pour tout indice i, la
variable ale´atoire indicatrice Ii est une fonction croissante de l’ensemble des configurations Xn
(au sens de la Section 2.2.2). Alors la famille {Ii}i=1,...,n est positivement relie´e.
Annexe C
Nombres d’animaux
Rappelons que ak de´signe le nombre d’animaux de taille k. Voici la liste des 47 premie`res
valeurs de la suite (ak)k≥1 ne´cessaires a` l’imple´mentation des filtres de de´bruitage de la Section
5.3. Cette liste ainsi que ses mises a` jour sont disponibles sur le site web “On-line Encyclopedia
of Integer Sequences”1
k ak
1 1
2 2
3 6
4 19
5 63
6 216
7 760
8 2725
9 9910
10 36446
11 135268
12 505861
13 1903890
14 7204874
15 27394666
16 104592937
17 400795844
18 1540820542
19 5940738676
20 22964779660
21 88983512783
1l’adresse de ce site est http ://www.research.att.com/∼njas/sequences/.
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22 345532572678
23 1344372335524
24 5239988770268
25 20457802016011
26 79992676367108
27 313224032098244
28 1228088671826973
29 4820975409710116
30 18946775782611174
31 74541651404935148
32 293560133910477776
33 1157186142148293638
34 4565553929115769162
35 18027932215016128134
36 71242712815411950635
37 281746550485032531911
38 1115021869572604692100
39 4415695134978868448596
40 17498111172838312982542
41 69381900728932743048483
42 275265412856343074274146
43 1092687308874612006972082
44 4339784013643393384603906
45 17244800728846724289191074
46 68557762666345165410168738
47 272680844424943840614538634
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Asymptotique des proprie´te´s locales pour le mode`le d’Ising et applications
Re´sume´ : Cette the`se propose l’e´tude des proprie´te´s locales satisfaites par le mode`le d’Ising de´fini
sur un graphe torique d-dimensionnel. Lorsque la taille n du graphe tend vers l’infini, une limite
pour leur probabilite´ d’apparition est obtenue en fonction des potentiels de surface a = a(n) et
de paire b = b(n). En mettant en e´vidence un phe´nome`me de seuil, nous de´terminons le mo-
ment d’apparition dans le graphe d’une proprie´te´ locale donne´e. Puis, en se plac¸ant a` sa fonction
seuil, nous de´montrons une approximation poissonnienne pour sa probabilite´ d’apparition. Enfin,
deux applications sont propose´es : une estimation des potentiels a et b ainsi qu’un algorithme de
de´bruitage d’images en niveaux de gris.
Mots-clefs : Mode`le d’Ising, image ale´atoire, logique du premier ordre, fonction seuil, loi du
ze´ro-un, approximation poissonnienne, inte´raction ferromagne´tique, me´thode de Chen-Stein, ani-
maux (ou polyominos), estimation de potentiels, de´bruitage d’image.
Classification AMS (2000) : 60F05, 60F20, 82B20, 62H35, 68U10, 68U20.
Asymptotic of local propreties for the Ising model and applications
Abstract: This thesis intends to study local properties satisfied by the Ising model defined on a
d-dimensional lattice torus. As the size n of the lattice tends to infinity, a limit for their probabi-
lity of occurring is obtained depending on the surface potential a = a(n) and the pair potential
b = b(n). By establishing a threshold phenomenon, we determine the moment from which a given
local property occurs in the lattice. Thus, at its threshold function, we prove a poisson approxi-
mation for its probability of occurring. Finally, two applications are proposed : an estimate of
potentials a and b and a denoising algorithm for grey level images.
Key Words: Ising model, random image, first-order logic, threshold function, zero-one law, pois-
son approximation, ferromagnetic interaction, Chen-Stein method, lattice animals, potential esti-
mation, image denoising.
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